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1 Funzioni derivabili su un intervallo

1.1 Punti di massimo o minimo locale per una funzione

Definizione 1.1. Sia D A, R una funzione definita su un sottoinsieme D C R.

1. Un punto z¢ in D é punto di massimo locale per f, e il valore f(xg) si chiama un
massimo locale per f, se esiste un intorno I di xg tale che per ogni x € I N D si abbia

f(@o) = f(x) (1.1)

Se la disuguaglianza (1.1) vale con il simbolo > di maggiore in senso stretto per ogni
T # xg, si dice che xg € punto di massimo locale stretto.

2. Un punto xy in D é un punto di minimo locale per f, e il valore f(xg) si chiama un
minimo locale per f, se esiste un intorno I di xg tale che per ogni x € I N D si abbia

f(xo) < f(2) (1.2)

Se la disuguaglianza (1.2) wvale con il simbolo < di minore in senso stretto per ogni
T # x9, si dice che xg € punto di minimo locale stretto.

La definizione di punto di massimo (o di minimo) per una funzione f non richiede affatto che
la funzione f sia derivabile.

1.2 Teorema di Fermat

Ricordiamo due definizioni.

Definizione 1.2. Si dice che un punto xg, appartenente a un insieme D C R, é un punto
interno a D se esiste un intorno I(xo;r) = (xo — r,x0 + 1), di raggio r > 0, incluso in D:

I(xg;7m) C D

In altri termini, xg interno a D significa che tutti i punti di R sufficientemente vicini a g
appartengono anch’essi a D.

Sinoti che “zq & interno a D” & condizione piu forte di “zg appartiene a D” (cioe , x € D).
Infatti, se g € interno a D, allora appartiene a D; ma se xy appartiene a D, non ¢ detto che
sia interno a D. Ad esempio, il punto xp = 0 appartiene all’intervallo D = [0, 1], ma non &
interno a tale intervallo.

Definizione 1.3 (Punto stazionario). Un punto xq, interno al dominio di una funzione f,
st dice punto critico di f o punto stazionario di f, se f e derivabile in xq e

f'(x0) =0



Teorema 1.4 (Fermat). Sia D L. R una funzione a wvalori reali definita su un insieme

D C R. Si supponga che:

1. xy sia un punto di massimo (o di minimo) locale per f;
2. xqg sta interno a D;

3. f sia derivabile in xg.

Allora xo & un punto stazionario di f, cioé f'(xg) = 0.

Figura 1: Interpretazione geometrica del teorema di Fermat: nel punto xp, interno al dominio di
f, la funzione & derivabile e zy & punto di massimo; la retta tangente al grafico di f in (zg, f(x0)) &

orizzontale.

Dimostrazione. Per fissare le idee, si supponga che xg sia un punto di massimo locale per
f. Poiché, per ipotesi, g € al tempo stesso un punto interno al dominio D di f e un punto
di massimo locale, esiste un intorno sufficientemente piccolo I di xg con le due proprieta

seguenti’:

IcbD
(perché xg € interno a D) e

Ve el f(z) = fz0) <0

(perché xy € punto di massimo locale). Allora, per ogni x € I

f(x) = f(=0)

Tr — X0

se x> xy siha: <0

f(@) = f(@o)

T — X0

>0

se x < xg siha:

(1.3)

(1.4)

2Per ipotesi esiste un intorno U di xo che soddisfa la condizione U C D e esiste un intorno V di zo su
cui vale f(z) < f(zo). Allora sull’intersezione I = U NV (che & ancora un intorno di zo) sono soddisfatte

entrambe le condizioni.



Passando al limite per x che tende a xar e per x che tende a z , si ricava® rispettivamente
fi(zo) <0e f.(x0) > 0. Di conseguenza f'(zg) = 0. [ |

Si noti che nel teorema dimostrato & ovviamente essenziale I'ipotesi che xg sia interno a D.
(Non basta che il punto xy appartenga a D). Ad esempio, la funzione f(z) = z nell’intervallo
D = [0,1] ha un punto di massimo locale in xg = 1, anche se la derivata (sinistra) di f in
xo non e nulla (& uguale a 1). Naturalmente questo non contaddice il teorema di Fermat.
Semplicemente non sono soddisfatte le ipotesi di tale teorema, perché il punto zo = 1 non e
interno a D = [0, 1].

1.3 Teorema di Rolle

Teorema 1.5 (Rolle, 1690).* Sia [a, b] L, R una funzione il cui dominio é l'intervallo
chiuso e limitato [a,b]. Se

1. f ¢é continua su [a,b]

2. f é derivabile sull’intervallo aperto (a,b)

3. fla) = f(b)

allora esiste (almeno) un punto v € (a,b) in cui la derivata di f si annulla:

f(m=0 (1.5)

Figura 2: Interpretazione geometrica del teorema di Rolle.

3Qui si usa il cosiddetto teorema di permanenza del segno:
Sia g una funzione definita su un intorno U di un punto xo (con la possibile eccezione del punto o). Se, per
ogni x € U \ zo, g(x) > 0 e se esiste (finito) il limite limg .o, g(x) = L allora si ha L > 0.
Questo teorema € del tutto evidente, se si pensa alla definizione di limite. La dimostrazione & semplice. Si
supponga, per assurdo, che sia L < 0. Si prenda un € > 0 abbastanza piccolo, in modo tale che I'intervallino
J = (L —¢e,L + ¢) sia tutto contenuto nella semiretta negativa (cioé L + ¢ < 0). Per definizione di limite,
esiste un intorno W di zo tale che per ogni x € W \ zo, si ha g(z) € J, quindi g(z) < 0. Ma allora, per ogni
z (diverso da zg) dell’intervallino non vuoto U N W si deve avere g(x) > 0 (per ipotesi) e al tempo stesso
g(z) < 0. Assurdo.

“Michel Rolle (1652-1719), matematico francese.



Dimostrazione. Per il teorema di Weierstrass la funzione f, continua sul compatto [a,b],
assume il suo valore massimo M e il suo valore minimo m. Questo significa che esiste
(almeno) un punto x s € [a,b] ed esiste (almeno) un punto z,, € [a,b] tali che f(zy) =M e
f(zm) = m. Sono possibili due casi.

1. Sia xps che x,, cadono negli estremi di [a, b]. In tale caso, per 'ipotesi f(a) = f(b), si
ha M = m. Ma allora f & costante, e quindi f’(z) = 0 in ogni punto z di (a,b).

2. Almeno uno dei due punti x,,, zys € interno ad [a,b]. Allora, per il teorema di Fermat,
in un tale punto la derivata si annulla .

Dunque, in ogni caso esiste (almeno) un punto 7 nell’intervallo aperto (a,b) in cui la derivata
si annulla. |

Le ipotesi del teorema di Rolle sono essenziali. Per esercizio, disegnare grafici di funzioni che
soddisfano tutte le ipotesi del teorema di Rolle tranne una e mostrare che per tali funzioni il
teorema NON vale.

1.4 Teorema di Lagrange (o del valore medio, o degli incrementi finiti)

Teorema 1.6 (di Lagrange). Sia [a, D] LR una funzione continua sull’intervallo compatto
[a,b] e derivabile sull’intervallo aperto (a,b). Allora esiste un punto v € (a,b) per il quale si
ha

f) = fla) = f'(1)(b—a) (1.6)
: : : N f(0) — fla)
Il teorema di Lagrange ha la seguente interpretazione geometrica: il numero ————= ¢

—a
il coefficiente angolare della retta s che unisce i punti estremi (a, f(a)) e (b, f(b)). Quindi il
teorema afferma che esiste almeno un punto (v, f()) appartenente al grafico di f in cui la
retta tangente (il cui coefficiente angolare & f’(7y)) & parallela alla retta s.

a Y b

Figura 3: Interpretazione geometrica del teorema di Lagrange.



Dimostrazione. L’idea della dimostrazione consiste nel costruire un’opportuna funzione h(x)
che soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle. Tale teorema, applicato alla funzione h, conclude
la dimostrazione.

Si consideri la funzione il cui grafico & la retta che congiunge i punti (a, f(a)) e (b, f(b))

f(b) = f(a)

gla) = fla) +

(z —a)

Sia h(x) la funzione differenza tra f(z) e g(z), cioe h(z) = f(z) — g(z). Si ha:

(x —a) (1.7)

La funzione h & definita sull’intervallo [a,b]. Tale funzione & continua su [a, b], derivabile su
(a,b) e assume lo stesso valore agli estremi:

h(a) = h(b) =0

Quindi A soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle. Per tale teorema, esiste un punto ~ in (a, b)
in cui A'(7y) = 0. La derivata di h(x) &

h'(x) _ f’(x) N f(b[)) : i(a)
Quindi si ha
0=”h)=fh%—“2_£W)

che equivale a

Osservazione. Il teorema di Rolle e il teorema di Lagrange sono equivalenti nel senso che da
uno di essi € possibile dedurre 1’altro e viceversa. In termini piu precisi, si consideri I'insieme
delle funzioni continue sull’intervallo chiuso e limitato [a, b] e derivabili sull’aperto (a,b). Per
questa classe di funzioni, se vale il teorema di Rolle allora vale il teorema di Lagrange (si
veda la dimostrazione del teorema di Lagrange proposta in questi appunti) e viceversa se vale
il teorema di Lagrange allora vale il teorema di Rolle (ovvio, perche il teorema di Rolle ¢ un
caso particolare di quello di Lagrange).

1.5 Teorema di Cauchy (o degli incrementi finiti)

Teorema 1.7 (Cauchy, o degli inrementi finiti, o del valore medio). Siano f e g due funzioni

continue sull’intervallo compatto [a,b] e derivabili sull’intervallo aperto (a,b). Supponiamo

g'(x) # 0 per ogni z in (a,b). Allora esiste (almeno) un punto v € (a,b) per il quale
f®) = fla) _ f'(v)

o0 —gla) g0 (18)




Dimostrazione. Si consideri la funzione

p(x) = [9(b) — g(a)]f(x) = [f(0) — f(a)lg(x) (1.9)

Si vede facilmente che tale funzione soddisfa, sull’intervallo [a, b], tutte le ipotesi del teorema
di Rolle. Infatti & continua su [a,b] e derivabile su (a,b) (perhé tali sono f e g). Inoltre,

p(a) = o(b):

pla) = [g(b) —g(a)]f(a) = [f(b) — fla)lg(a) = g(b)f(a) — f(b)g(a)
e) = [9(b) —g(a)lf(b) = [f(b) — f(a)]g(b) = —f(b)g(a)+ g(b)f(a)
Dunque, per il teorema di Rolle, esiste un punto v in (a,b) in cui ¢'(y) = 0. Poiché

in tale punto v si ha

0=¢'(v) = 1[g(b) — g(a)lf'(v) = [f(b) = f(a)lg'(7)

che equivale a (1.8). (Si noti che si ha g(b) — g(a) # 0. Infatti, se fosse g(a) = g(b), per il
teorema di Rolle, ¢’ si annullerebbe in un punto di (a,b), contro I'ipotesi). [ |

1.6 Funzioni con derivata nulla su un intervallo

Teorema 1.8. Una funzione definita su un intervallo aperto I = (a,b) e con derivata nulla
i ogni punto di tale intervallo € una costante.

Dimostrazione. Siano x1,z due punti qualsiasi in (a,b). Per il teorema di Lagrange, esiste
un punto ¢, compreso tra xj e xo, per il quale si ha:

f@2) = f(@1) = f'(e)(w2 —21) = 0+ (w2 —21) =0
Ne segue f(z1) = f(z2). Quindi f ¢ costante. |

Osservazione. Si noti che nell’ultimo teorema & essenziale 'ipotesi che il dominio della
funzione sia un intervallo (un sottoinsieme connesso di R). Ad esempio, la funzione

0,1)U(23) R
1 sexe(0,1)
f(a;):{ 2 sex€(2,3)

ha derivata nulla in ogni punto del suo dominio D = (0,1) U (2,3), ma non & costante.
(Ovviamente D non & un intervallo, cioe non & connesso).



1.7 Funzioni con derivate uguali su un intervallo

Teorema 1.9. Siano f e g due funzioni reali, definite su un intervallo aperto I = (a,b), con
uguale derivata in ogni punto di I = (a,b):

Ve el f'(z) =d¢'(x) (1.10)

Allora f e g differiscono per una costante.

Dimostrazione. La funzione

ha derivata nulla su I:

Dunque f e g differiscono per una costante. [ |

1.8 Funzioni crescenti o decrescenti

Definizione 1.10. Si dice che una funzione D L. R ¢ crescente (o crescente in senso
lato) su D (sottoinsieme qualunque di R, non necessariamente un intervallo), se, per ogni
r1,x2 € D,

T < T9 — f(xl) < f(.%’g) (1.11)

Se per ogni x1,x9 € D,
1 < 9 — f(:/vl) < f(xg) (1.12)

si dice che [ é strettamente crescente su D.
In modo analogo si definiscono le funzioni decrescenti e le funzioni strettamente decrescenti.

Le funzioni crescenti oppure decrescenti si dicono monotone. Le funzioni strettamente crescenti
oppure strettamente decrescenti si dicono strettamente monotone.

Teorema 1.11. Sia I un intervallo aperto e sia f una funzione reale derivabile su I. Allora
f e crescente (in senso lato) su I se e solo se f'(x) > 0 per ogni x € T

Dimostrazione.
Prima parte. f crescente implica f'(x) > 0 per ogni x.
Si fissi un punto xg € I. Poiché, per ipotesi, f € crescente, il rapporto incrementale

f(x) = f(xo)

Tr — X
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e sempre maggiore o uguale a zero. Quindi il limite del rapporto incrementale, quando x
tende a xg, resta maggiore o uguale a zero:

vy f(@) = fzo)
f(wo)—xlggoﬁzo

Seconda parte. f'(x) > 0 per ogni x implica [ crescente.

Siano z1, xo due punti di I, con 1 < x2. Per il teorema di Lagrange, esiste un punto c,
x1 < ¢ < x9, tale che

f(x1) = fx2) = f'(c)(x1 — x2)

Poiché si ha f'(¢) > 0 e z1 —x2 < 0, abbiamo f(x1)— f(z2) < 0, ossia f(x1) < f(z2). Dunque
[ & crescente (in senso lato) in 1. [ |

1.9 Funzioni strettamente monotone

Teorema 1.12 (Funzioni derivabili strettamente monotone). Sia I un intervallo aperto e sia
f una funzione reale derivabile su I.

1. Se f'(x) > 0 in ogni punto x € I, allora f ¢ strettamente crescente su I.

2. Se f'(z) <0 in ogni punto x € I, allora f & strettamente decrescente su I.

Dimostrazione. Qui si dimostra il teorema nel caso di funzioni con derivata positiva in ogni
punto. (L’altro caso si tratta in modo analogo).

Siano x1,x9 due punti di I, con 1 < x2. Per il teorema di Lagrange esiste un punto c,
compreso tra x1 e xo, per il quale si ha:

f(x1) = fx2) = f'(c)(x1 — x2)

Poiché per ipotesi f'(¢) > 0 e 1 — z2 < 0, si deve avere f(x1) — f(x2) < 0. Quindi si &
dimostrato che, per ogni x1,z2 € I,

11 < 13 = f(21) < f(22)

Dunque f & strettamente crescente su I. [ ]

Osservazione. Il teorema non si inverte. Se una funzione e strettamente crescente su un
intervallo I ed & derivabile in I, allora si avra senz’altro f’(z) > 0 per ogni x € I (per
il teorema (1.11), perche strettamente crescente implica crescente), ma in qualche punto la
derivata potrebbe annullarsi. Ad esempio, la funzione f(z) = 3, € R, & strettamente

crescente su R, ma f'(0) = 0.



Osservazione. L’implicazione “f’ > 0 = f strettamente crescente’ non vale se il dominio
di f non & un intervallo. Ad esempio, la funzione f(x) = —1/z, definita su D = (—o0,0) U
(0, 4+00) (che non & un intervallo) ha derivata positiva su D, ma f non & strettamente crescente
sul suo dominio D. Ovviamente f & crescente sulla semiretta (—o0,0) ed e crescente sulla
semiretta (0, +00), ma non ¢ crescente sul suo dominio D = (—o0,0) U (0, +00).

1.10 Massimi e minimi

Se una funzione reale ¢ definita su un intervallo [a, b], i suoi eventuali punti di massimo e di
minimo locale andranno ricercati tra:

1. 1 punti interni all’intervallo, in cui la funzione ¢ derivabile con derivata nulla (punti
stazionari interni);

2. i punti in cui la funzione non & derivabile;

3. gli estremi a e b.

Ci si pone il seguente quesito: sotto quali condizioni un punto stazionario interno € un punto
di massimo o di minimo locale per la funzione?

Sia f una funzione reale derivabile su un intorno I = I(zo;r) del punto xg. Se xg & un punto
stazionario per f, cioé f'(xzg) = 0. allora, dai teoremi sulle funzioni con derivata positiva o
negativa, segue subito:

1. se f'(x) & negativa a sinistra di xo e positiva a destra di xg, z¢ € un punto di minimo
locale per f;

2. se f'(z) & positiva a sinistra di z( e negativa a destra di zg, ¢ & un punto di massimo
locale per f.

Un altro metodo per decidere se un punto stazionario xg sia un punto di massimo o di minimo
locale per f utilizza la derivata seconda in xg.

Teorema 1.13 (Test della derivata seconda). Se z¢ é un punto critico per f (punto interno
in cui f'(xo) =0), allora:
a) se f"(zo) >0, xo € un punto di minimo locale.

b) se f"(xg) <0, zg € un punto di massimo locale.

Dimostrazione. Si supponga f”(xo) > 0 (Il caso b) & analogo). Si ha:

0 < f"(z0) = lim ['(wo + 1) = ['(z0) = lim filzoth)

20 h T—To h

Ne segue (teorema di permanenza del segno) che w > 0 per tutti gli h # 0 sufficien-
temente vicini a 0. Dunque f’(zg + h) deve essere negativo per h < 0 e positivo per h > 0.
Quindi z( € un punto di minimo locale per f. [ |
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1.11 Regole di de L’Hospital

“Riconosco di dovere molto alle menti brillanti dei fratelli Bernoulli, in parti-
colare del pit giovane, che attualmente é professore a Groningen. Ho fatto libero
uso delle loro scoperte”.
(G.F. de L’Hospital®, Analyse des infiniment petits, pour lintelligence des
lignes courbes, Paris, 1696).
Teorema 1.14 (Joh. Bernoulli 1691, de L’Hospital 1696. Caso %.). Siano f e g due funzioni
continue sull’intervallo [xo,b] (ro € R) e derivabili in (xo,b). Supponiamo che valgano le
sequenti condizioni:

1. f(zo) = g(xo) = 0.
2. ¢'(x) # 0 per ogni x € (xq,b).

3. Esiste (finito o infinito) il limite

!/
lim f,(x) =L (1.13)
z—ag 9'(T)
Allora esiste anche il limite lim+ fgl‘i ed ¢ uguale al precedente:
"L’—NL’O g €T
lim @ =L (1.14)
ez 9()

Osservazione. Poiche f e g sono continue in xg e f(zg) = g(xo) =0, si ha

lim f(z)= lim g(z) =0

xr—x0 xr—x0
In questo senso si dice che il limite lim _,_+ % si presenta sotto la forma %.
0

Dimostrazione. (Per il caso L finito). Anzitutto si osservi che se z € un qualunque punto in

(z0,b) allora si puo scrivere

flx) _ ()

g9(x)  g()
per un opportuno «y compreso tra xg e x, cioe soddisfacente: xy < v < .

Per dimostrarlo, si applichi il teorema di Cauchy alla coppia di funzioni f, g sull’intervallo
[zg, z]. Poiche f(zo) = g(xo) = 0, per il teorema di Cauchy si ha
f@) _ f@) = fwo) _ f()

g(x)  gx)—glxo  g'(7)

5Guillaume Francois de L’Hospital (1661-1704), matematico francese, scrisse nel 1696 un testo di calcolo
differenziale, che ebbe un ruolo importante nella diffusione di questa disciplina. Il marchese de L’Hospital fu
allievo dei fratelli Bernoulli (membri di una ben nota famglia di scienziati svizzeri), in modo particolare di
Johann Bernoulli (1667-1748), che verso il 1691/92 aveva pubblicato una delle prime esposizioni del calcolo
differenziale e integrale. La “regola di de L’Hospital” ¢ dovuta in realta a Johann Bernoulli.
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per un opportuno « soddisfacente xoy < v < x, come si voleva dimostrare.

A questo punto si puo concludere, in modo un po’ sbrigativo ma sostanzialmente corretto,
nel modo seguente. Quando x tende a z, il punto -, compreso tra z e g, deve tendere a xg.
Quindi, poiché

f@) _ o)
g(z)  g'()
!/
e lim f/(:c) = L, anche il limite lim @ deve esistere, e deve essere uguale a L.
z—ag 9'(T) z—zd 9(T)

Se si vuole essere piu rigorosi, si puo arrivare alla tesi usando la “e-§ definizione” di limite.

!/
x
Si prenda allora un arbitrario € > 0. Poiché, per ipotesi, lim f/( )
z—ag 9'(T)

= L, esiste un § > 0 tale

che .
t
Vt € (xg,x0 + 0) f/( ) —Li<e (1.15)
g'(t)
Ora si prenda un qualunque z in (xg, zo + ). Per quanto abbiamo visto sopra,
f@) £
g9(x)  g()
per un opportuno -y soddisfacente xg < v < x < xg + §. Siccome tale v & compreso tra xg e
!
xo+ 9, per la (1.15) si ha f/E’Yg - L‘ < ¢ e quindi
gy

Questo prova, per definizione di limite, che anche

im 1) _ (1.16)

e—ag 9(7)

Osservazione. Ovviamente il teorema di de L’Hospital vale anche per i limiti da sinistra
(x — ) e quindi per il limite (ordinario) per z — xy.

Vale una regola di de L’Hospital anche nel caso di un rapporto tra funzioni che tendono
entrambe all'infinito quando z tende a x¢. (Forma di indeterminazione del tipo 52). Qui si
riporta l’enunciato, senza dimostrazione.
Teorema 1.15 (de L’Hospital, caso 52). Siano f e g due funzioni continue sull’intervallo
[z0,b] e derivabili in (x¢,b). Supponiamo che valgano le sequenti condizioni:

1. lim f(z) = lim g(z) = +oc0

IH‘ZO I"IEO
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2. ¢'(x) # 0 per ogni x € (xq,b).

3. Esiste (finito o infinito) il limite

/
lim f/(:”) =L (1.17)
w—mg g (:E)
Allora esiste anche il limite lim+ ﬁég ed ¢ uguale al precedente:
$—>I‘O
im £ _ (1.18)
e—zg 9(T)

Infine, le regole di de L.’Hospital valgono anche per le forme di indeterminazione % o 22 quando

x tende a 400 0 —oo. L’enunciato e sempre dello stesso tipo: se esiste il limite

f'(x)

z—+oo g'(x)

(finito o infinito) allora esiste anche il limite lim /()
z—+oo g(x)

f(z)

ed e uguale al precedente:

a—+o0 g(x)

Osservazione. Il teorema di de L’Hospital dice che (sotto opportune ipotesi), se esiste il
limite di f/(z)/¢'(x) allora esiste anche il limite di f(z)/g(x), e i due limiti sono uguali. Non
dice che se esiste il limite di f(x)/g(z) allora deve esistere anche il limite di f'(x)/g'(x).
Potrebbe esistere il limite di f(z)/g(z), ma non quello di f/(z)/¢'(x). Per esempio, se f(z) =
xr +sinzx e g(x) = z, allora

f(z)

lim —+% =

ma il limite

non esiste.

1.12 Alcuni limiti importanti

Come applicazione del teorema di de L’Hospital, troviamo il valore di alcuni limiti notevoli.
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lim (1 + 1)33 —e (1.19)

Tr——+00 €T

Il limite si presenta sotto la forma di indeterminazione 1°°. Si noti che

1\* mln(1+l)

1+-) =e = (1.20)

x
Si studi allora il limite della funzione all’esponente. Si ha

1 In(1+1

lim zln <1 + ) = lim M
z—+00 T z—+00 1/x

Poiche sono soddisfatte le ipotesi del teorema di de L'Hospital (caso 8), si studi il limite

del rapporto delle derivate:
(1+1/2)" (=272

lim = m
T— 400 _1-_2 z—+o00 1 + 1/.%'

Poich la funzione y — €Y & continua in y = 1, segue che

$ln(1+%) = 61 = e

In modo del tutto analogo si dimostra che anche

r——00

1 xr
lim <1 + > —e (1.21)
X

. Si calcoli il limite:
lim zlnx =0 (1.22)

r—0t

Questo limite presenta una indeterminazione della forma 0 - co. Si scriva

Inz
li Inz = lim — 1.2
a0t T g 1/z (123)

In questo modo, si ottiene una indeterminazione del tipo co/oo. Ricorrendo al teorema
di de L’Hospital, si trova il limite del rapporto delle derivate:

. 1/x .
S, e = i e =0 (1.24)

Dunque, lim, g+ zlnz = 0.
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3. In modo del tutto analogo, si dimostra che, per ogni a > 0,

lim z%lnz =0 (1.25)

z—0t

Infatti, basta scrivere
Inz

lim z%lnz = lim
r—0t z—0t+ ¢

(1.26)

e applicare la regola di de L’Hospital, calcolando il limite del rapporto delle derivate:

1 70
Iim —2%— = lim — =0 (1.27)

—0t —ax— 1 20+ a

1.13 Confronto tra infiniti

Teorema 1.16 (Confronto tra infiniti). Qualunque sia il numero reale a > 0, quando x tende
a 400 la funzione esponenziale e* tende all’infinito piu velocemente di x, mentre x® tende
all’infinito pit velocemente della funzione logaritmo Inzx.

Si ricordi che, date due funzioni f(x) e g(x), tali che f(x) — 400 e g(z) — +o0 per
x — a, (dove a puod essere un numero reale, oppure —oo, oppure +00), si dice che f(z) tende
all’infinito piu velocemente di g(x), se

g()

)~

lim
Tr—a

0, in modo equivalente, se lim,_., % = +o00. Dunque si puo enunciare il teorema dicendo

che, per ogni o > 0, valgono questi limiti fondamentali:

g

lim =0 (1.28)

r—+o00 et

1
lim — =0 (1.29)

r—+4oo ¢

Dimostrazione. 11 limite (1.28) & del tipo co/oco e sono soddisfatte le ipotesi per usare la
regola di de L’Hospital. Ovviamente ¢ sufficiente dimostrare che lim,_ 4 i—j = 0 nell’ipotesi
che a = m sia un numero positivo intero.® Applicando m volte il teorema di de L’Hospital a
x™ /e®, otteniamo alla fine il rapporto m!/e®, che non & una forma indeterminata e ovviamente

tende a zero.

In modo analogo si procede per il limite (1.29). Applicando la regola di de L’Hospital, siamo
condotti a valutare il limite:

1
lim L __ = lim — =0
z——+oo ax® 1 z—+oo ™

m

. . . . ’ @
5Se o non fosse intero, prendiamo un intero m > c. Poiché 0 < %5 < %z, dal teorema del confronto segue

m o
che, se - — 0, anche % — 0.
e €
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Segue che il limite (1.29) ¢ zero.

Osservazione. Dal limite (1.28) segue che, per ogni a > 0, vale:

e

1
x

lim =0

z—0t+ ¢

Infatti, con la sostituzione 1/z = ¢, il limite si trasforma in

ta

im — =0
t—-+00 et
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2 Rapporto tra derivabilita e limiti della derivata

Si vogliono indagare le seguenti questioni:
a) Se il limite limw_)xg f'(x) esiste, si puo concludere che esiste la derivata destra f' (xo)
di f in x0? (Idem per la derivata sinistra e per la derivata).

b) Se il limite limx_wg f'(x) non esiste, si puo concludere che la derivata destra f! (zo) di
f in xg non esiste?

Anticipando sulle conclusioni:

a) La risposta alla prima domanda ¢ negativa; ma se si aggiunge 'ipotesi che f sia continua
in xg, la risposta e affermativa.

b) La risposta alla seconda domanda ¢ negativa.

2.1 Relazione tra derivate e limiti delle derivate

Ricordiamo le definizioni. Si dice derivata di f nel punto z (rispettivamente: derivata

destra, o derivata sinistra) il limite, se esiste finito, del rapporto incrementale %ﬁéxo)

x — x¢ (rispettivamente: per z — x, per # — z5). La derivata si denota con f'(z)
(rispettivamente: con f! (zo), f_(x0)). Dunque, quando i limiti in questione esistono finiti,
abbiamo per definizione:

per

flao) = jim {D=S20 (2.1)
fitao) = i L0 (2.2
fl(xo) = Em_w (2.3)

Ovviamente:

Una funzione f & derivabile in xg se e solo se esistono, nel punto xq, sia la derivata destra
sia la derivata sinistra, e sono uguali tra loro.

Infatti, per una qualunque funzione g(x) vale lim,_,,, g(xz) = L se e solo se il limite da sinistra

limx_%_ g(x) e il limite da destra hmx—m;a' g(x) esistono entrambi e sono entrambi uguali a

L. (Nel nostro caso, la funzione g(x) e il rapporto incrementale relativo a x).

Teorema 2.1. Sia f una funzione reale definita su un intorno aperto I del punto xqg. Sup-
poniamo che f sia continua nel punto xg e sia derivabile in ogni punto x # xg. Valgono
allora i fatti sequenti.
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1. Se esiste finito il limite da destra lilrngc_%ar f'(x), allora esiste la derivata destra f' (xo)
e

Fil@o) = lim f(x) (2.4)

I—>Z‘0

2. Se esiste finito il limite da sinistra limx_)xa f(x), allora esiste la derivata sinistra
fL(@o) e
I (o) = Tim f'(z) (25)
=T
3. Di conseguenza: se esistono finiti sia limgHIar f'(z)(= fi(z0)) sia limm_mg () (=
fL(x0)) e sono uguali tra loro — vale a dire, se esiste il limy ., f'(z) — allora f ¢

derivabile in xq e

f'(xo) = lim f'(x) (2.6)

Tr—XT0

Osservazione 2.2. L’ipotesi che f sia continua in xg non si puo eliminare, ossia 'affer-
mazione “Se esiste il limite di f'(x) quando x — xq, allora esiste f'(x¢)” non & corretta. Ad
esempio, si consideri la funzione

ra={] wi7 27)

Il limite lim,_,q f(z) esiste e vale 0 (perche f’(x) = 0 per ogni = # 0), ma f non & derivabile
in zp = 0 (percheé non ¢ continua in xy = 0).

Dimostrazione.

1. Supponiamo che esista (finito) il limite da destra limw_)xg f'(x); dimostriamo che esiste
la derivata destra, e che essa coincide con tale limite. A tale scopo, usiamo la definizione e
calcoliamo il limite del rapporto incrementale da destra:

f(x) — f(o)

lim 2.8
x—>x3’ T — o ( )
Si noti che sono soddisfatte le ipotesi del teorema di de L’Hospital. Si ha dunque:
fim L& =S@) (2.9)
:c—>x0+ T — X a:—mgr

e cos la tesi (2.4) ¢ dimostrata.

Se si preferisce, per studiare il limite (2.8) si pu utilizzare direttamente il teorema di Lagrange,
del quale sono soddisfatte le ipotesi su ogni intervallo del tipo [zg, z]. Per ogni z, esiste un vy

tra xg e x per il quale vale
f(x) — f(xo)

Tr — X

=f'(7) (2.10)
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7 se x — xp, il punto v (compreso tra zg e x) tende a x¢, e quindi, poiche per ipotesi

f(@)—f(zo)
r—x0

In breve

+

o e tali limiti sono uguali.

zg r—x0

esiste il limgc_w:Jr f'(x), esiste anche il limite lim

2. Come nel punto 1. Si calcola il limite del rapporto incrementale da sinistra lim
usando L’Hospital.

3. Si tratta di un’immediata conseguenza dei due punti 7 e 2:

se esistono (finiti) sia lim,, .+ f'(x) (che abbiamo dimostrato essere f', (x¢)) sia lim, - f'(x)
(uguale a f” (z¢) e sono uguali tra loro — vale a dire, se esiste il lim,_,,, f'(z) — allora esistono
la derivata destra e la derivata sinistra e sono uguali tra loro. Di conseguenza f e derivabile

inxge

f'(zo) = lim f'(z) (2.11)

T—T0

2.2 Osservazioni

Osservazione 2.3. Supponiamo che f sia continua su un intorno destro [zg,zo + ) di g e

lim f'(z) = 400 (2.12)

xﬁra'

Allora, sempre per il teorema di de L’Hopital, se ne deduce che anche il limite da destra del
rapporto incrementale ¢ uguale a +oo:

lim L& = S@0) (2.13)
xﬂxg T — o

Si scrive, anche se impropriamente, f! (zg) = +o00.

Analogamente, se f & continua su un intorno sinistro (xg — r, zg]) di zg e

lim+ f'(z) = —o0 (2.14)
si avra
AR (CIO N (2.15)

x%xg T — o
e si scrive f! (zg) = +oo0.

Analoghe considerazioni valgono per i limiti per x — .

Osservazione 2.4. Puo succedere che il lim,_,,, f/(x) non esista, ma che la funzione f sia
derivabile in zg. Si veda il seguente esercizio.

Si veda la dimostrazione del teorema 1.14 di de L’Hospital, se si vuole essere pili formali.
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Esercizio 2.5. Verificare che la funzione
2. 1 0
fz) = { zisin—  sex # (2.16)

¢ derivabile in xg = 0, ma non esiste il limy,_,, f'(x).

Soluzione. Per studiare la derivabilita di f in 0, si puo usare la definizione di derivata come
limite del rapporto incrementale:

2w 1
- 1 1
tim L& SO 2SO pein — 0 (2.17)
z—0 x—0 z—0 T z—0 X
Dunque f ¢ derivabile in 2o =0 e f'(0) = 0.
La derivata f'(x), per x # 0, ¢ data da
f(z) =22 sin1 cos 1 (2.18)
N T T '

Non esiste il limite di f/(x) per  — 0, perche 2z sin% tende a zero e cos% oscilla tra —1 e 1.
2.3 Punti angolosi e di cuspide

Riassumiamo i casi possibili, quando si studiano i limiti della derivata prima:

lim f'(a) lim_f'(a) (2.19)

Le nostre ipotesi sulla funzione reale f sono quelle del teorema (2.1): il dominio di f & un
intorno aperto I del punto zg € I, f € continua nel punto xg e derivabile in ogni punto x
dell’intervallo bucato I\ {zo}.

1. Primo caso. 1 due limiti (2.19) esistono, entrambi finiti, e sono uguali tra loro. Per il
teorema (2.1) essi coincidono rispettivamente con la derivata a sinistra f’ (xg) e con la
derivata a destra f) (zo). Dunque la funzione f & derivabile in zg e

f(@o) = f(x0) = fi (20)

2. Secondo caso. 1 due limiti (2.19) esistono, entrambi finiti, e sono diversi tra loro.

Allora (per il teorema (2.1) ) esistono in zp la derivata sinistra f’ (zo) e la derivata
destra f% (xo)
P (w0) = tim_ f(x) 7l (o) = tim_ f'(z) (2.20)
T—T) IHIJ
Poich f! (zg) # f!(x0), la funzione f non & derivabile in xp. Si dice che il punto
(o, f(x0)) & punto angoloso per il grafico della funzione f.
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fL(z0) # fi(z0)

Punto angoloso.

3. Terzo caso. Uno dei due limiti (2.19) esiste finito e Paltro vale +o00 oppure —oo.
La funzione f non ¢ derivabile in x( e ha in x( solo la derivata a sinistra, o solo a destra.

Anche in questo caso si dice che (xg, f(z0)) & punto angoloso per il grafico di f.

Ji(xg) = +o0
fL(zo) finit fL (%)ﬁW) = o0
Punto angoloso. Punto angoloso.
4. Quarto caso. Se
lim f'(z) = +o0 lim f'(z) = —o00
T—T) $—>333'

(o viceversa). Abbiamo visto (teorema di de L’Ho6spital) che anche il limite del rapporto
incrementale da sinistra ¢ +o0o, e lo stesso rapporto da destra tende a —oco. Dunque f
non ¢ derivabile in zg. Il punto (xg, f(xp)) € un punto di cuspide per il grafico della

funzione f.
f(x0) = +00, fl(zg) =—00 Jl(x0) = —00, fl(xg) =400
Punto di cuspide. Punto di cuspide.
Esempio: —y/|z] Esempio: /|z]

5. Quinto caso. I due limiti (2.19) valgono entrambi +o00, o valgono entrambi —oo.

Ragionando come nell’ultimo caso, si vede che ovviamente la funzione f non & derivabile
in zg. Il punto (xg, f(x¢)) del grafico di f & un punto con retta tangente verticale (di

equazione r = ).

J (o) = =00 = f! (z0) f () = +00 = fl (z0)
Punto a tangente verticale. Punto a tangente verticale.
Esempio: — /= Esempio: /x
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6. Sesto caso. Uno (almeno) dei due limiti (2.19) non esiste (né finito, né £o0).

In questo caso, a priori non si puo dire nulla sulla derivabilita di f in xg. La funzione f
potrebbe essere derivabile in xg oppure no. Per studiare in questo caso la derivabilita
di f in xg, si dovra in generale studiare direttamente il limite del rapporto incrementale
di f in xg.

Per illustrare quest’ultimo caso, si considerino le due funzioni

1 1
2 . .
T sin — sex #0 T sin — sex #0
fa) = v # 9(@) = v 20 (2
0 sex =20 0 sex =0
Quando x — 0, non esiste né il limite di
f/(x) = 2xsin s cos 1 (2.22)
o T T ’
né il limite di
'(:/U)—sinl—lcosl (2.23)
g a T =z x ’

(Infatti, se x = 1/2k7w (k € Z), si ha ¢/(z) = —2kn, mentre se x = 1/(2k + 1)7, si ha
g (z) = (2k + 1)7). Si & gia visto (esercizio 2.5) che la funzione f & derivabile in 0.

Per vedere se la funzione g(x) & derivabile in 0, si studi il rapporto incrementale:

o1
- 10 1
i @) —9(0) _ . wsng -0 . o1 (2.24)
x—0 z—0 r—0 X r—0 xT

1

Ovviamente tale limite non esiste (vicino all’origine sin - oscilla) e quindi g non ¢

derivabile in 0.
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3 Funzioni convesse e funzioni concave

Definizione 3.1. Una funzione definita su un intervallo aperto I si dice:

e convessa, se per ogni coppia di punti x1,xo in I il segmento congiungente i punti
M = (z1, f(x1)) e N = (22, f(x2)) sta al di sopra del grafico di f. In modo equivalente,
se per ogni x1,xs in I e per ogni coppia di numeri reali \, u > 0, soddisfacenti A+u =1,
st ha:

fAz1 + pa2) < Af(x1) + pf(22) (3.1)

e concava, se per ogni coppia di punti xr1,xs in I il segmento congiungente i punti
M = (z1, f(x1)) e N = (x2, f(x2)) sta al di sotto del grafico di f. In modo equivalente,
se per ogni x1,xs in I e per ogni coppia di numeri reali X, > 0, soddisfacenti A+u =1,
st ha:

fAz1 + pa2) = Af (1) + pf (z2) (3:2)

Se chiamiamo corda il segmento di estremi M, N e arco il grafico di f tra gli stessi estre-
mi, possiamo dire che una funzione continua definita su un intervallo si dice convessa se,
i ogni sottointervallo, la corda sta al di sopra dell’arco, mentre si dice concava se, in ogni
sottointervallo, la corda sta al di sotto dell’arco.

Una funzione convessa si dice strettamente convessa se, in ogni sottointervallo, arco e corda
hanno solo gli estremi in comune. In modo analogo si definisce una funzione strettamente
concava.

M,

Figura 4: Funzione concava: la corda sta tutta al di sotto dell’arco.

M

Figura 5: Funzione convessa: la corda sta tutta al di sopra dell’arco.
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Esempi. La funzione f(z) = |z|, z € R, & convessa (su R). Anche la funzione g(x) = 2,

R — R, & convessa.

Osservazione. Una funzione convessa su un intervallo I, puo non essere derivabile, come

risulta dall’esempio x — |z|, z € R. Ma si dimostra che se I & un intervallo aperto e I 4, R
e convessa su I, allora le derivate sinistre e le derivate destre esistono in ogni punto di I. Di
conseguenza, una funzione convessa su un intervallo aperto & continua. (Invece una funzione
f convessa su un intervallo [a, b] pud non essere continua in a o in b, come si vede facilmente
con un esempio).

Per le funzioni derivabili, la convessita si puo formulare anche in un altro modo. (La
dimostrazione & semplice, ma qui non viene riportata).

Teorema 3.2. Condizione necessaria e sufficiente percheé una funzione f, derivabile in tutto
un intervallo [a,b], sia convessa é che la retta tangente al grafico in un suo qualsiasi punto
stia tutta al di sotto del grafico.

Figura 6: Funzione convessa: il grafico sta tutto al di sopra della retta tangente.
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3.1 Interpretazione del segno della derivata seconda

Teorema 3.3. Sia f derivabile due volte su un intervallo aperto I. Se per ogni x € I si ha
f"(x) >0, allora f é convessa.

Dimostrazione. Per dimostrare che f € convessa, si utilizza il teorema precedente e si di-
mostra che, per ogni punto (xo, f(zo)) del grafico di f, il grafico si trova tutto al di sopra
della retta tangente in tale punto. Sia dunque zg un punto in I. Si prenda un qualunque
punto x € I. Poiche f & due volte derivabile, si puo scrivere la formula di Taylor arrestata al
secondo ordine, con centro in xg:

f"(c)

F(@) = F(0) + f'(w0) (@ — w0) + 5= (2 — 20)? (3.3)
per un opportuno punto c complreso8 tra x e xg. Allora
Fla) — [Flao) + o) —20)] = 2D @ — ) 2 0 (3.4

perche (x —x0)? > 0 e f”(c) > 0 per ipotesi. Dunque il primo membro della (3.4) & maggiore
o uguale a zero, ossia

f(z) > f(zo) + f'(20)(z — @0) (3.5)
~—~
Ordinata sul grafico di f Ordinata sulla retta tangente

Si noti infatti che y = f(xo) + f'(z0)(z — z0) € Pequazione della retta tangente al grafico di f
nel punto (xo, f(z9)). Abbiamo cosi dimostrato che il grafico di f sta tutto al di sopra della
retta tangente nel punto (xg, f(xg)). O

Definizione 3.4 (Punto di flesso). Sia I LR una funzione definita su un intervallo aperto
I C R. Un punto xg si dice punto di flesso per f se é estremo comune di due intervalli, su
uno dei quali la funzione € convessa, e sull’altro concava.

Osservazione. Se f ¢ una funzione due volte derivabile sull’intervallo aperto I e xg € I,
lannullarsi della derivata seconda, f”(zg) = 0, & condizione necessaria perche x( sia un punto
di flesso per f. La condizione non & perd sufficiente, come & evidente dall’esempio f(x) = z*.
Per decidere se un punto xg, in cui la derivata seconda si annulla, sia un punto di flesso,
converra esaminare il segno della derivata seconda in un intorno sinistro e il segno in un
intorno destro di xy. Se questi segni sono diversi, si ¢ in presenza di un punto di flesso,

altrimenti no.

Esempio. La funzione f(r) = 23 ha un punto di flesso in g = 0, perche la derivata
seconda f" () = 62 & negativa in un intorno sinistro e positiva in un intorno destro di 0.

8Quaundo si dice che ¢ & compreso tra x e xo intendiamo dire che z < ¢ < xg se T < xo, mentre o < ¢ < x
se xo < .
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