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Simplicio: Voi procedete nelle vostre dimostrazioni troppo alla grande, ed andate sempre, per
quanto mi pare, supponendo che tutte le proposizioni di Euclide mi siano così familiari e
pronte, come gli stessi primi assiomi, il che non è [...]

Salviati: Veramente tutti i matematici non vulgari suppongono che il lettore abbia prontissimi
almeno gli Elementi di Euclide [...]

Galileo Galilei, Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, Giornata
Quarta.
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1 La struttua degli Elementi.

Euclide nacque nel 325 A.C. e morì ad Alessandria d’Egitto nel 265 A.C. Durante la sua vita raccolse ed
espose in modo sistematico tutte le conoscenze di geometria e di aritmetica, note ai suoi tempi. La sua ope-
ra, gli Elementi, costituì il più autorevole e importante testo di matematica per circa due millenni. Essa è
strutturata in tre parti

- nella prima parte si presentano le definizioni, dette termini; lo scopo è quello di definire gli oggetti di cui si
parlerà nel testo (punto, retta, angolo, eccetera);

- nella seconda parte si elencano gli assiomi, suddivisi in postulati e nozioni comuni; si tratta di una serie di
proposizioni primitive che vengono assunte per vere a prori; esse non prevedono una dimostrazione, la loro
validità è garantita dall’evidenza di quanto si afferma. La suddivisione degli assiomi in postulati e nozioni
comuni si può giustificare nel seguente modo: i postulati sono proposizioni che riguardano strettamente la
geometria, mentre le nozioni comuni sono di carattere più generale, al punto da risultare valide anche al di
fuori dell’ambito della geometria;

- nella terza parte si elencano tutti i teoremi, cioè tutte quelle proposizioni che si riescono a dedurre dalle
definizioni, degli assiomi e da altre proposizioni dimostrate in precedenza. I teoremi, devono sempre essere
seguiti da una dimostrazione, convincente e rigorosa: è la dimostrazione che garantisce la verità di ogni singola
proposizione.

A titolo di esempio si riportano qui sotto alcune definizioni (i termini), i primi cinque postulati e due esempi
di teoremi (la proposizione 1 e la proposizione 4) con le relative dimostrazioni così come sono proposte negli
Elementi di Euclide.

Termini

1. Punto è ciò che non ha parti.

2. Linea è una lunghezza senza larghezza.

3. Linea retta è quella che giace ugualmente rispetto ai suoi punti.

4. Superficie è ciò che ha soltanto lunghezza e larghezza.

5. Piano è ciò che è posto allo stesso livello rispetto alle rette su se stesso.

6. Angolo piano è l’inclinazione reciproca di due linee che in un piano hanno un estremo in comune ma
non sono per diritto.

...

15. Cerchio è una figura piana compresa da una sola linea [chiamata circonferenza], tutte le rette che inci-
dono sulla quale, condotte da un solo punto tra quelli che sono posti all’interno della figura [il centro],
sono uguali tra loro.

...

23. Parallele sono due rette che, essendo nello stesso piano e venendo prolungate illimitatamente dalle
due parti, non si incontrano fra loro da nessuna delle due parti.
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Postulati:

1. Da ogni punto si può condurre una retta ad ogni altro punto.

2. Ogni retta terminata si può prolungare continuamente per diritto.

3. Da ogni centro e con ogni intervallo si può tracciare un cerchio.

4. Tutti gli angoli retti sono uguali tra loro.

5. Se in un piano una retta, incontrandone altre due, forma con esse, da una medesima parte, angoli
interni la cui somma è minore di due angoli retti, allora queste due rette indefinitamente prolungate
finiscono con l’incontrarsi dalla parte detta.

a

b

t

α

β
P

Figura 1: Postulato 5: se α+ β è minore di due angoli retti allora le rette a e b si incontrano in P .

Nozioni comuni

1. Cose uguali a un’altra medesima sono uguali.

2. Se a cose uguali si aggiungono cose uguali, allora si ottengono cose uguali.

3. Se da cose uguali si tolgono cose uguali, allora si ottengono cose uguali.

4. Cose che possono essere portate a sovrapporsi l’una con l’altra sono uguali tra loro.

5. Il tutto è maggiore della parte.

...

1.1 Le prime proposizioni

Il primo teorema degli Elementi di Euclide è il seguente

Proposizione 1.

Dato un qualsiasi segmento di retta, è possibile costruire un triangolo equilatero che abbia per lato quel segmen-
to.
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BA

C

D E

Figura 2

Sia AB il dato segmento di retta. È possibile tracciare [per il postulato 3] il cerchio BCD di centro A e
raggio AB e il cerchio ACE di centro B e raggio BA. Questi cerchi si intersecano in due punti. Si chiami
C uno di essi. È possibile [per il postulato 1] tracciare i segmenti AC e BC . Poichè il punto A è il centro
del cerchio CDB, AC è uguale a AB [Def. 15]. E poichè il punto B è il centro del cerchio CAE, BC è
uguale a BA [Def. 15]. Così, CA e CB sono entrambi uguali a AB. Ma cose uguali a un’altra medesima
sono uguali [Nozioni comuni 1]. Quindi anche CA è uguale a CB e i tre segmenti CA, AB, BC sono tra
loro uguali. Così il triangolo ABC è equilatero e risulta costruito sul dato segmento di retta AB, il che si
doveva fare.

Proposizione 4.

Se due triangoli hanno due lati rispettivamente uguali ai due lati, e hanno anche l’angolo, quello compreso dai
lati uguali, uguale all’angolo, avranno anche la base uguale alla base, e il triangolo sarà uguale al triangolo,
e i restanti angoli, sotto cui si tendono i lati uguali, saranno rispettivamente uguali ai restanti angoli.

C

A

B F

D

E

Figura 3

Siano ABC e DEF due triangoli aventi i lati AB e AC rispettivamente uguali ai due lati DE e DF , e
l’angolo BAC uguale all’angolo EDF . Io dico che la base BC è uguale alla base EF , e il triangolo ABC
sarà uguale al triangolo DEF , e i restanti angoli, sotto cui si tendono i lati uguali, saranno rispettivamente
uguali ai restanti angoli, ABC a DEF , ACB a DFE.

Sovrapposto infatti il triangoloABC al triangoloDEF e posto il puntoA sul puntoD e il latoAB suDE,
anche il punto B si sovrapporrà a E per il fatto di essere AB uguale a DE; sovrappostosi ora AB a DE
anche il latoAC si sovrapporrà aDF per il fatto di essere l’angoloBAC uguale aEDF : così cheBC come
base si sovrapporrà a EF come base. Se infatti, sovrappostisi B a E e C a F , la base BC non si sovrapporrà
a EF , i due lati comprenderanno un dominio; il che è impossibile. La base BC si sovrapporrà quindi a EF
e sarà uguale a essa: così che anche il triangolo ABC totale si sovrapporrà al triangolo DEF totale e sarà
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uguale a esso, e i restanti angoli si sovrapporranno ai restanti angoli e saranno uguali a essi, ABC a DEF e
ACB a DFE. [...] il che si doveva dimostrare.

1.2 Il quinto postulato

Se si rilegge l’elenco dei postulati di pag. 2 si nota subito che i primi quattro sono semplici, facilmente com-
prensibili e vengono enunciati in meno di una riga. Per il quinto la situazione è diversa: l’enunciato è ben
più lungo e complicato; per capirlo bisogna leggerlo più volte e aiutarsi con una figura. Inoltre la validità
dei primi quattro è evidente, quello del quinto molto meno. Anche Euclide deve averci pensato e ripensato
prima di includerlo nel suo elenco, tanto che si trattiene dall’usarlo fino alla proposizione 29.

Che cosa afferma esattamente il quinto postulato?

a

b

t

α

β

P

Figura 4

Se le rette a e b formano con la trasversale t angoli la cui somma è molto minore di due angoli retti è del tutto
evidente che le rette si incontrano in un punto P come richiesto dal quinto postulato. Ma, si osservi la fig.
4, se si tengono fisse le rette a e t e si ruota la retta b in modo da far crescere l’angolo β, allora il punto P
si sposta sempre più verso destra fino ad uscire dal foglio. In questo caso l’evidenza del quinto postulato è
meno scontata perchè il punto P cessa di essere osservabile.

Il filosofo e matematico Proclo (412 d.C - 485 d.C.) disse: “Questo non è un postulato, è un teorema!”, e
cercò di dimostrarlo senza riuscirci. Qualche secolo prima anche il grande geografo Tolomeo (∼ 100 d.C.
- ∼ 175 d.C), cercò una dimostrazione per il quinto postulato e dedicò all’argomento un intero libro, oggi
andato perduto. I suoi sforzi, come quelli di tanti altri, furono vani.

Una formulazione equivalente del quinto postulato è questa

Proposizione 1.1. In un piano è data una retta e un punto non appartenente ad essa. Esiste una e una sola
retta passante per il punto e parallela alla retta data.

Per convincersi ancora di più della scarsa evidenza del quinto postulato si osservi la seguente figura
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O

a

Figura 5

Se si potesse racchiudere il piano contenente la retta a e il punto O nella regione interna al cerchio allora
esisterebbero infinite rette (le corde del cerchio) passanti per O che non intersecano la retta a. Facendo
crescere il raggio del cerchio le rette per O che non incontrano a restano sempre infinite. È così evidente che
questa situazione cessa di sussistere quando il piano diventa illimitato?
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2 Libro I

Per la traduzione degli Elementi di Euclide riportate in queste note si è utilizzato il testo: EUCLIDE. Tutte
le opere. A cura di Fabio Acerbi, edizione Bompiani, 2008.

In rete, all’indirizzo

http: //it.wikibooks.org/wiki//Elementi di Euclide/

è disponibile la versione degli Elementi tradotta in italiano volgare da Niccolò Tartaglia, matematico brescia-
no del cinquecento, e pubblicata a Venezia nel 1565.

2.1 Proposizione 1. Costruzione del triangolo equilatero di lato assegnato.

Proposizione 1.

Costruire sulla retta limitata data un triangolo equilatero.

BA

C

D E

Si deve pertanto costruire sulla retta AB un triangolo equilatero.

Con centro A e intervallo AB sia stato tracciato un cerchio BCD, e di nuovo con centro B e intervallo BA sia
stato tracciato un cerchio ACE, e dal punto C , secondo cui si secano tra loro i cerchi, fino ai punti A, B siano
state congiunte rette CA, CB.

E poichè il punto A è centro del cerchio CDB, AC è uguale a AB; di nuovo, poichè il punto B è centro del
cerchio CAE, BC è uguale a BA. E fu anche dimostrata CA uguale a AB: una e l’altra delle CA, CB è
quindi uguale a AB. E gli uguali allo stesso sono anche uguali tra loro: anche CA è quindi uguale a CB: le
tre CA, AB, BC sono quindi uguali tra loro.

Il triangolo ABC è quindi equilatero, e risulta costruito sulla retta limitata data AB. [...] il che si doveva
fare.

—————-

Proposizione 1.

Costruire il triangolo equilatero di lato assegnato AB.

Ipotesi: lato AB.
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Tesi: il triangolo ABC è equilatero.

Dimostrazione.

Dato il segmento AB, si tracci [Postulato 3] il cerchio BCD di centro A e raggio AB e il cerchio ACE di
centroB e raggioBA. Questi cerchi si intersecano in due punti: dettoC uno di essi, si congiunga [Postulato
1] il punto A con C e il punto B con C . Si ha:

AB ∼= AC perchè raggi della circonferenza BCD [Def. 15]

AB ∼= BC perchè raggi della circonferenza ACE [Def. 15]

Ma, cose uguali a un’altra medesima sono uguali [Nozioni comuni 1]. Dunque AC ∼= BC e i tre segmenti
AC , AB, BC sono tra loro congruenti. Il triangolo ABC è pertanto equilatero e risulta costruito sul dato
segmento AB.

2.2 Proposizione 2 - 3. Trasporto e sottrazione di segmenti.

Proposizione 2.

Porre sul punto dato un segmento uguale al segmento dato.

C

B

A

D

G

F

L

E

K H

Sia infatti stata congiunta dal punto A fino al punto B una retta AB, e sia stato costruito su di essa un
triangolo equilatero DAB, e siano state prolungate in linea retta con DA, DB rette AE, BF , e con centro B
e intervallo BC sia stato tracciato un cerchio GHC e di nuovo con centro D e intervallo DG sia stato tracciato
un cerchio GLK .

Poichè dunque il punto B è centro del cerchio GHC , BC è uguale a BG. Di nuovo, poichè il punto D è centro
del cerchio GLK , DL è uguale a DG, delle quali DA è uguale a DB. AL restante è quindi uguale a BG
restante. E fu anche dimostrata BC uguale a BG: una e l’altra delle AL, BC è quindi uguale a BG. E gli
uguali allo stesso sono anche uguali tra loro: anche AL è quindi uguale a BC . Risulta quindi posta sul punto
dato A una retta AL uguale alla retta data BC : il che si doveva fare.
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—————-

Proposizione 2.

Dato il segmento BC e il punto A, tracciare un segmento di estremo A e lunghezza pari a BC .

Ipotesi: segmento BC ; punto A.

Tesi: AL ∼= BC .

Dimostrazione.

Si congiunga il puntoA conB [Postulato 1] e si costruisca il triangolo equilatero di latoAB [Proposizione
1]. Si tracci la circonferenza di centro B e raggio BC [Postulato 3]; essa incontra in G il prolungamento del
lato DB. Si tracci la circonferenza di centro D e raggio DG [Postulato 3].

Si ha:

BC ∼= BG e DL ∼= DG perchè raggi di una medesima circonferenza [Def. 15].

AD ∼= DB perchè lati del triangolo equilatero ABD.

Quindi
AL ∼= DL−AD (differenza di segmenti)

∼= DG−DB (perchè DL ∼= DG, e AD ∼= DB)

∼= BG

Riassumendo, AL ∼= BG e BC ∼= BG. Poichè cose uguali a un’altra medesima sono uguali [Nozioni
comuni 1] si deduce che: AL ∼= BC .

Proposizione 3.

Di due segmenti disuguali dati, sottrarre dal maggiore un segmento uguale al minore.

C

D

E
BA

F

Siano le due rette disuguali date AB, C , maggiore delle quali sia AB: si deve pertanto sottrarre dalla mag-
giore AB una retta uguale alla minore C .
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Sia stata posta sul puntoA uguale alla rettaC una rettaAD; e con centroA e intervalloAD sia stato tracciato
un cerchio DEF . E poichè il punto A è centro del cerchio DEF , AE è uguale a AD; ma anche C è uguale a
AD. Una e l’altra delle AE, C è quindi uguale a AD: così che anche AE è uguale a C .

Di due rette disuguali date AB, C , risulta quindi sottratta dalla maggiore AB una retta AE uguale alla
minore C : il che si doveva fare.

2.3 Proposizione 4. Primo criterio di congruenza dei triangoli.

Proposizione 4.

Qualora due triangoli abbiano i due lati rispettivamente uguali ai due lati, e abbiano anche l’angolo, quello
compreso dalle rette uguali, uguale all’angolo, avranno anche la base uguale alla base, e il triangolo sarà uguale
al triangolo, e i restanti angoli, sotto cui si tendono i lati uguali, saranno rispettivamente uguali ai restanti
angoli.

C

A

B F

D

E

Siano ABC e DEF due triangoli che hanno i due lati AB, AC rispettivamente uguali ai due lati DE e
DF , [...], e un angolo BAC uguale a un angolo EDF . Dico che anche BC come base è uguale a EF come
base, e il triangolo ABC sarà uguale al triangolo DEF , e i restanti angoli, sotto cui si tendono i lati uguali,
saranno rispettivamente uguali ai restanti angoli, ABC a DEF , ACB a DFE.

Sovrapposto infatti il triangolo ABC al triangolo DEF e posto il punto A sul punto D e la retta AB su DE,
anche il punto B si sovrapporrà a E per il fatto di essere AB uguale a DE; sovrappostosi ora AB a DE anche
la retta AC si sovrapporrà a DF per il fatto di essere l’angolo BAC uguale a EDF : così che anche il punto C
si sovrapporrà al punto F per il fatto di nuovo di essere AC uguale a DF . Ma a dire il vero anche B risultava
sovrapporsi a E : così che BC come base si sovrapporrà a EF come base. Se infatti, sovrappostisi B a E e C a
F , la base BC non si sovrapporrà a EF , due rette comprenderanno un dominio; il che è impossibile. La base
BC si sovrapporrà quindi a EF e sarà uguale a essa: così che anche il triangolo ABC totale si sovrapporrà
al triangolo DEF totale e sarà uguale a esso, e i restanti angoli si sovrapporranno ai restanti angoli e saranno
uguali a essi, ABC a DEF e ACB a DFE. [...] il che si doveva dimostrare.

2.4 Proposizione 5 - 6. Gli angoli alla base di un triangolo isoscele sono uguali e viceversa.

Proposizione 5.

Gli angoli sulla base dei triangoli isosceli sono uguali tra loro, e, prolungate avanti le rette uguali, gli angoli
sotto la base saranno uguali tra loro.
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B

D E

C

A

F G

Sia un triangolo isoscele ABC che ha il lato AB uguale al lato AC e siano state prolungate avanti in linea
retta con AB e AC rette BD e CE: dico che l’angolo ABC è uguale a ACB e CBD a BCE.

Sia infatti stato preso su BD un punto come capita F , e sia stata sottratta dalla maggiore AE una retta AG
uguale alla minore AF , e siano state congiunte le rette FC , GB. Poichè dunque AF è uguale a AG e AB
a AC , due rette FA, AC sono pertanto rispettivamente uguali a due GA, AB; e comprendono un angolo
comune FAG: FC come base è quindi uguale a GB come base, e il triangolo AFC sarà uguale al triangolo
AGB [...]. E poichè AF totale è uguale a AG totale, delle quali AB è uguale a AC , quindi BF restante è
uguale a CG restante. [...] Il triangolo BFC sarà quindi uguale al triangolo CGB, e i restanti angoli, sotto
cui si tendono i lati uguali, saranno rispettivamente uguali ai restanti angoli: FBC è quindi uguale aGCB,
e BCF a CBG. Poichè dunque l’angolo ABG totale fu dimostrato uguale all’angolo ACF totale, dei quali
CBG è uguale aBCF ,ABC restante è quindi uguale aACB restante; e sono angoli sulla base del triangolo
ABC . E fu anche dimostrato FBC uguale a GCB; e sono sotto la base.

Gli angoli sulla base dei triangoli isosceli sono quindi uguali tra loro, e, prolungate avanti le rette uguali, gli
angoli sotto la base saranno uguali tra loro: il che si doveva dimostrare.

Proposizione 6.

Qualora due angoli di un triangolo siano uguali tra loro, anche i lati che si tendono sotto gli angoli uguali
saranno uguali tra loro.

B C

A

D

Sia un triangolo ABC che ha l’angolo ABC uguale all’angolo ACB: dico che anche un lato AB è uguale a
un lato AC . Se infatti AB è disuguale a AC , l’uno o l’altro di essi è maggiore. Sia maggiore AB, e sia stata
sottratta dalla maggiore AB una retta DB uguale alla minore AC , e sia stata congiunta DC .

Poichè dunque DB è uguale a AC e BC comune, due rette DB, BC sono pertanto rispettivamente uguali a
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dueAC ,CB, e un angoloDBC è uguale a un angoloACB: DC come base è quindi uguale aAB come base,
e il triangolo DBC sarà uguale al triangolo ACB, il minore al maggiore; il che è assurdo: non si dà quindi il
caso che AB sia disuguale a AC : è quindi uguale. Qualora quindi i due angoli di un triangolo siano uguali
tra loro, anche i lati che si tendono sotto gli angoli uguali saranno uguali tra loro: il che si doveva dimostrare.

2.5 Proposizione 7 - 8. Terzo criterio di congruenza dei triangoli.

Proposizione 7.

Sulla stessa retta altre due rette rispettivamente uguali alle stesse due rette e che hanno gli stessi limiti delle
due rette in origine non saranno costruite verso punti differenti dalla stessa parte.

B

C

A

D

—————-

Proposizione 7.

Sono dati il segmento AB e i segmenti AC , BC che si intersecano nel punto C . È impossibile trovare altri
due segmenti AD, BD rispettivamente uguali a AC , BC che si intersecano in un punto D ̸= C , situato nel
semipiano individuato da AB contenente C .

Si tralascia la dimostrazione.

Proposizione 8.

Qualora due triangoli abbiano i due lati rispettivamente uguali ai due lati, e abbiano anche la base uguale
alla base, avranno anche l’angolo compreso dalle rette uguali uguale all’angolo.

C

A

B

F

D

E

G
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Siano due triangoli ABC , DEF che hanno i due lati AB, AC rispettivamente uguali ai due lati DE,
DF [...] e abbiano anche BC come base uguale EF come base: dico che anche un angolo BAC è uguale a un
angolo EDF .

Sovrapposto infatti il triangolo ABC al triangolo DEF e posto il punto B sul punto E e la retta BC su
EF , anche il punto C si sovrapporrà a F per il fatto di essere BC uguale a EF ; sovrappostasi ora BC a EF
ancheBA,CA si sovrapporranno aED,DF . Se infattiBC come base si sovrapporrà aEF come base, e i lati
BA, AC non si sovrapporranno a ED, DF ma si discosteranno come EG, GF , sulla stessa retta altre due
rette rispettivamente uguali alle stesse due rette e che hanno gli stessi limiti saranno state costruite verso punti
differenti dalla stessa parte. E non si costruiscono [Prop. 7]: non si darà quindi il caso che, sovrapposta la base
BC alla baseEF , i latiBA, AC non si sovrappongano aED, DF . Quindi si sovrapporranno: così che anche
un angolo BAC si sovrapporrà a un angolo EDF e sarà uguale a esso. [...] il che si doveva dimostrare.

2.6 Proposizione 9 - 10. Bisettrice di un angolo e punto medio di un segmento.

Proposizione 9.

Secare a metà l’angolo dato.

E

F

A

D

B C

Sia l’angolo rettilineo dato BAC . Si deve pertanto secarlo a metà .

Sia stato preso su AB un punto come capita D, e da AC sia stata sottratta una retta AE uguale a AD, e sia
stata congiuntaDE, e sia stato costruito suDE un triangolo equilateroDEF , e sia stata congiuntaAF : dico
che l’angolo BAC risulta secato a metà dalla retta AF .

Poichè infatti AD è uguale a AE, e AF comune, due rette DA, AF sono pertanto rispettivamente uguali
a due EA, AF . E DF come base è uguale a EF come base: un angolo DAF è quindi uguale a un angolo
EAF . L’angolo dato BAC risulta quindi secato a metà dalla retta AF : il che si doveva fare.

Proposizione 10.

Secare a metà la retta limitata data.
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DA B

C

Sia la retta limitata data AB: si deve pertanto secare a metà la retta limitata AB.

Sia stato costruito su di essa un triangolo equilatero ABC , e sia stato secato l’angolo ACB a metà con la retta
CD: dico che la retta AB risulta secata a metà secondo il punto D.

Poichè infatti AC è uguale a CB, e CD comune, due rette AC , CD sono pertanto rispettivamente uguali a
due BC , CD; e un angolo ACD è uguale a un angolo BCD: AD come base è quindi uguale a BD come
base. La retta limitata data AB risulta quindi secata a metà secondo D: il che si doveva fare.

2.7 Proposizione 11 - 12. Costruzione della perpendicolare condotta da un punto a una
retta.

Proposizione 11.

Condurre una linea retta ad angoli retti con la retta data dal punto dato su di essa.

CD E

F

A B

Sia la retta data AB, il punto dato su di essa C : si deve pertanto condurre dal punto C ad angoli retti con la
retta AB una linea retta.

Sia stato preso su AC un punto come capita D, e uguale a CD sia stata posta CE, e sia stato costruito su DE
un triangolo equilatero FDE, e sia stata congiunta FC : dico che una linea retta FC risulta condotta ad
angoli retti con la retta data AB dal punto dato C su di essa.

Poichè infatti DC è uguale a CE, e CF comune, due rette DC , CF sono pertanto rispettivamente uguali a
dueEC ,CF ; eDF come base è uguale aFE come base: un angoloDCF è quindi uguale a un angoloECF ;
e sono consecutivi. E quando una retta che sta su una retta faccia gli angoli consecutivi uguali tra loro, uno e
l’altro degli angoli uguali è retto: uno e l’altro dei DCF , FCE è quindi retto.

Una linea retta FC risulta quindi condotta ad angoli retti con la retta data AB dal punto dato C su di essa:
il che si doveva fare.
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Proposizione 12.

Condurre una linea retta perpendicolare alla retta illimitata data dal punto dato, che non è su di essa.

B
G EH

A

C

D

F

Sia la retta illimitata data AB, il punto dato, che non è su di essa, C : si deve pertanto condurre una linea
retta perpendicolare alla retta illimitata data AB dal punto dato C , che non è su di essa.

Sia infatti stato preso dall’altra parte della retta AB un punto come capita D, e con centro C e intervallo CD
sia stato tracciato un cerchio EFG, e sia stata secata la retta EG a metà secondo H , e siano state congiunte
le rette CG, CH , CE: dico che risulta condotta una retta CH perpendicolare alla retta illimitata data AB
dal punto dato C , che non è su di essa.

Poichè infatti GH è uguale a HE, e HC comune, due rette GH , HC sono pertanto rispettivamente uguali
a due EH , HC ; e CG come base è uguale a CE come base: un angolo CHG è quindi uguale a un angolo
EHC ; e sono consecutivi. E quando una retta che sta su una retta faccia gli angoli consecutivi uguali tra loro,
uno e l’altro degli angoli uguali è retto, e la retta che sta su è chiamata perpendicolare a quella su cui sta.

Risulta quindi condotta una retta CH perpendicolare alla retta illimitata data AB dal punto dato C , che
non è su di essa: il che si doveva fare.

2.8 Proposizione 13. La somma di due angoli adiacenti è uguale a due retti.

Proposizione 13.

Qualora una retta che sta su una retta faccia angoli, farà o due angoli retti, oppure uguali a due retti.

C

AE

BD

Una certa retta AB che sta su una retta CD faccia infatti angoli CBA, ABD: dico che gli angoli CBA,
ABD sono due retti oppure uguali a due retti.

Se dunqueCBA è uguale aABD, sono retti. Se invece no, sia stata condotta dal puntoB ad angoli retti con la
rettaCD una rettaBE: CBE,EBD sono quindi due retti; e poichèCBE è uguale ai dueCBA,ABE, sia
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stato sommatoEBD comune: CBE,EBD sono quindi uguali ai treCBA,ABE,EBD. Di nuovo, poichè
DBA è uguale ai due DBE, EBA, sia stato sommato ABC comune: DBA, ABC sono quindi uguali ai
treDBE,EBA,ABC . E furono anche dimostratiCBE,EBD uguali agli stessi tre - e gli uguali allo stesso
sono anche uguali tra loro - : anche CBE, EBD sono quindi uguali a DBA, ABC ; ma CBE, EBD sono
uguali a due retti: anche DBA, ABC sono quindi uguali a due retti.

Qualora quindi una retta che sta su una retta faccia angoli, farà o due angoli retti oppure uguali a due retti:
il che si doveva dimostrare.

2.9 Proposizione 14. Se la somma di due angoli consecutivi è uguale a due retti allora gli
angoli sono adiacenti.

Proposizione 14.

Qualora, su una certa retta e su un punto su di essa, due rette che sono poste non dalla stessa parte facciano gli
angoli consecutivi uguali a due retti, le rette saranno in linea retta tra loro.

D

E

A

B
C

Su una certa retta AB e su un punto su di essa B, due rette BC , BD che sono poste non dalla stessa parte
facciano infatti gli angoli consecutivi ABC , ABD uguali a due retti: dico che BD è in linea retta con CB.

Se infatti BD non è in linea retta con BC , sia BE in linea retta con CB.

Poichè dunque una retta AB sta su una retta CBE, gli angoli ABC , ABE sono quindi uguali a due retti;
e sono anche ABC , ABD uguali a due retti: CBA, ABE sono quindi uguali a CBA, ABD. Sia stato
sottratto CBA comune: ABE restante è quindi uguale a ABD restante, il minore al maggiore; il che è im-
possibile. Non si dà quindi il caso che BE sia in linea retta con CB. Del tutto similmente dimostreremo che
neanche una certa altra eccetto BD: CB è quindi in linea retta con BD.

Qualora quindi, su una certa retta e su un punto su di essa, due rette che sono poste non dalla stessa parte facciano
gli angoli consecutivi uguali a due retti, le rette saranno in linea retta tra loro: il che si doveva dimostrare.

2.10 Proposizione 15. Angoli opposti al vertice sono uguali.

Proposizione 15.

Qualora due rette si sechino tra loro, fanno gli angoli al vertice uguali tra loro.
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D

B

E

C

A

Due rette AB e CD si sechino infatti tra loro secondo il punto E: dico che l’angolo AEC è uguale a
DEB, e CEB uguale a AED.

Poichè infatti una retta AE sta su una retta CD facendo angoli CEA, AED, CEA, AED gli angoli sono
quindi uguali a due retti. Di nuovo, poichè una rettaDE sta su una rettaAB facendo angoliAED, DEB,
gli angoliAED,DEB sono quindi uguali a due retti. E furono anche dimostratiCEA,AED uguali a due
retti: CEA, AED sono quindi uguali a AED, DEB. Sia stato sottratto AED comune: CEA restante è
quindi uguale a BED restante; del tutto similmente sarà dimostrato che anche CEB, DEA sono uguali.
[...] il che si doveva dimostrare.

2.11 Proposizione 16. In un triangolo ogni angolo esterno è maggiore degli angoli interni
non adiacenti ad esso.

Proposizione 16.

Prolungato avanti uno solo dei lati di ogni triangolo, l’angolo all’esterno è maggiore di uno e dell’altro degli
angoli all’interno e opposti.

D

A

G

E

F

C
B

Sia un triangolo ABC , e sia stato prolungato avanti un suo lato BC fino a D: dico che l’angolo all’esterno
ACD è maggiore di uno e dell’altro degli angoli all’interno e opposti CBA e BAC .

Sia stata secata AC a metà secondo E, e congiunta BE sia stata prolungata in linea retta fino a F , e uguale
a BE sia stata posta EF , e sia stata congiunta FC , e sia stata condotta oltre AC fino a G.
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Poichè dunque AE è uguale a EC , e BE a EF , due rette AE, EB, sono pertanto rispettivamente uguali
a due CE, EF ; e un angolo AEB è uguale a un angolo FEC - sono infatti al vertice -: AB come base è
quindi uguale a FC come base, e il triangolo ABE è uguale al triangolo FEC , e i restanti angoli, sotto cui
si tendono i lati uguali, sono rispettivamente uguali ai restanti angoli: BAE, è quindi uguale a EFC . E
ECD è maggiore di ECF : ACD è quindi maggiore di BAE. Del tutto similmente, secata a metà BC ,
BCG, cioè ACD, sarà dimostrato maggiore anche di ABC .

Prolungato avanti uno dei lati di ogni triangolo, l’angolo all’esterno è quindi maggiore di uno e dell’altro
degli angoli all’interno e opposti: il che si doveva dimostrare.

2.12 Proposizione 17. In un triangolo la somma di due angoli interni è minore di due
angoli retti.

Proposizione 17.

Due angoli sostituiti in ogni modo di ogni triangolo sono minori di due retti.

D

A

CB

Sia un triangolo ABC : dico che due angoli sostituiti in ogni modo del triangolo ABC sono minori di due
retti.

Sia infatti stata prolungata BC fino a D. E poichè è un angolo ACD all’esterno di un triangolo ABC , è
maggiore di un interno e oppostoABC . Sia stato sommatoACB comune: ACD,ACB sono quindi maggiori
di ABC , BCA. Ma ACD, ACB sono uguali a due retti: ABC , BCA sono quindi minori di due retti.
Del tutto similmente dimostreremo che anche BAC , ACB sono minori di due retti, e ancora CAB, ABC .

Due angoli sostituiti in ogni modo di ogni triangolo sono quindi minori di due retti: il che si doveva dimostrare.

Osservazione.

La proposizione 17 costituisce l’inversa del Postulato 5: in sostanza essa afferma che se due rette r e s, tagliate
da una terza retta t, si intersecano, allora la somma degli angoli che r e s formano con t è sempre minore di
due retti. Da ciò segue che in un triangolo due angoli sono sempre acuti.

2.13 Proposizione 18 - 19. In un triangolo al lato maggiore è opposto l’angolo maggiore e
viceversa.

Proposizione 18.

Il lato maggiore di ogni triangolo sottende l’angolo maggiore.
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C

A

B

D

Sia infatti un triangolo ABC che ha un lato AC maggiore di AB: dico che anche un angolo ABC è
maggiore di BCA.

Poichè infatti AC è maggiore di AB, uguale a AB sia stata posta AD, e sia stata congiunta BD.

E poichè è un angolo ADB all’esterno di un triangolo BCD, è maggiore di un interno e opposto DCB; e
ADB è uguale a ABD, poichè anche un lato AB è uguale a AD: anche ABD è quindi maggiore di ACB:
ABC è quindi di molto maggiore di ACB.

Il lato maggiore di ogni triangolo sottende quindi l’angolo maggiore: il che si doveva dimostrare.

Proposizione 19.

Sotto l’angolo maggiore di ogni triangolo si tende il lato maggiore.

A

C

B

Figura 6

Sia un triangolo ABC che ha un angolo ABC maggiore di BCA: dico che anche un lato AC è maggiore
di un lato AB.

Se infatti no, o AC è uguale a AB oppure minore; dunque AC non è uguale a AB: anche un angolo ABC
sarebbe infatti uguale aACB; e non è: non si dà quindi il caso cheAC sia uguale aAB. Né a dire il veroAC
è minore di AB: anche un angolo ABC sarebbe infatti minore di ACB; e non è: non si dà quindi il caso che
AC sia minore di AB. E fu dimostrato che neanche è uguale. AC è quindi maggiore di AB.

Sotto l’angolo maggiore di ogni triangolo si tende quindi il lato maggiore: il che si doveva dimostrare.

2.14 Proposizione 20. In un triangolo un lato è minore della somma degli altri due.

Proposizione 20.
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Due lati sostituiti in ogni modo di ogni triangolo sono maggiori del restante.

C

B

A

D

Sia infatti un triangolo ABC : dico che due lati sostituiti in ogni modo del triangolo ABC sono maggiori
del restante, BA, AC di BC , e AB, BC di AC , e BC , CA di AB.

Sia infatti stata condotta oltre BA fino al punto D, e uguale a CA sia stata posta AD, e sia stata congiunta
DC .

Poichè dunque DA è uguale a AC , anche un angolo ADC è uguale a ACD: BCD è quindi maggiore di
ADC ; e poichè è un triangolo DCB che ha un angolo BCD maggiore di BDC , e sotto l’angolo maggiore si
tende il lato maggiore, DB è quindi maggiore di BC ; del tutto similmente dimostreremo che anche AB, BC
sono maggiori di CA, e BC , CA di AB.

Due lati sostituiti in ogni modo di ogni triangolo sono quindi maggiori del restante: il che si doveva dimostrare.

2.15 Proposizione 21

Proposizione 21.

Qualora due rette siano costruite all’interno di un triangolo su uno solo dei lati e dai suoi limiti, le rette costruite
saranno minori dei restanti due lati del triangolo, e comprenderanno un angolo maggiore.

CB

E
D

A

Due rette BD, DC siano infatti state costruite all’interno di un triangolo ABC su uno solo dei lati BC e
dai limiti B, C : dico che BD, DC sono minori dei restanti due lati BA, AC del triangolo, e comprendono
un angolo BDC maggiore di BAC .

Sia infatti stata condotta oltre BD fino a E. E poiché due lati di ogni triangolo sono maggiori del restante, i
due latiAB,AE del triangoloABE sono quindi maggiori diBE; sia stata sommataEC comune: BA,AC
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sono quindi maggiori di BE, EC . Di nuovo, poiché i due lati CE, ED del triangolo CED sono maggiori
di CD, sia stata sommata DB comune: CE, EB sono quindi maggiori di CD, DB. Ma maggiori di BE,
EC sono stati dimostrati BA, AC : BA, AC sono quindi di molto maggiori di BD, DC .

Di nuovo, poiché un angolo all’esterno di ogni triangolo è maggiore di quello all’interno e opposto, l’angolo
all’esterno BDC del triangolo CDE è quindi maggiore di CED. Per gli stessi motivi invero anche l’angolo
all’esterno CEB del triangolo ABE è maggiore di BAC . Ma maggiore di CEB fu dimostrato BDC :
BDC è quindi di molto maggiore di BAC .

Qualora quindi due rette siano costruite all’interno di un triangolo su uno solo dei lati e dai suoi limiti, le rette
costruite sono minori dei restanti due lati del triangolo, e comprenderanno un angolo maggiore: il che si doveva
dimostrare.

2.16 Proposizione 22. Costruzione del triangolo di lati assegnati.

Proposizione 22.

Costruire un triangolo da tre rette che sono uguali alle tre rette date [...]

A

B

C

F G

K

ED
H

L

Siano le tre rette date A, B, C , due delle quali sostituite in ogni modo siano maggiori della restante, A, B
di C , e A, C di B e ancora B, C di A: si deve pertanto costruire un triangolo dalle rette uguali a A, B, C .

Sia stata fissata una certa retta DE, limitata secondo D e illimitata secondo E, e uguale a A sia stata posta
DF , uguale a B FG, uguale a C GH ; e con centro F e intervallo FD sia stato tracciato un cerchio DKL;
di nuovo, con centro G e intervallo GH sia stato tracciato un cerchio KHL, e siano state congiunte KF , KG:
dico che da tre rette uguali a A, B, C risulta costruito un triangolo KFG.

Poichè infatti il punto F è centro del cerchio DKL, FD è uguale a FK ; ma FD è uguale a A. Anche KF
è quindi uguale a A. Di nuovo, poichè il punto G è centro del cerchio LKH , GH è uguale a GK ; ma GH
è uguale a C . Anche KG è quindi uguale a C . Ed è anche FG uguale a B: le tre rette KF , FG, GK sono
quindi uguali alle tre A, B, C .

Un triangolo KFG risulta quindi costruito da tre rette KF , FG, GK , che sono uguali alle tre rette date A,
B, C : il che si doveva fare.

2.17 Proposizione 23. Costruzione di un angolo uguale a un angolo dato.

Proposizione 23.
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Costruire, sulla retta data e su un punto su di essa, un angolo rettilineo uguale all’angolo rettilineo dato.

E

D

C

B

F

G
A

2.18 Proposizione 26. Secondo criterio di congruenza dei triangoli.

Proposizione 26.

Qualora due triangoli abbiano due angoli rispettivamente uguali a due angoli e un solo lato, o quello agli
angoli uguali oppure quello che si tende sotto uno solo degli angoli uguali, uguale a un solo lato, avranno anche
i restanti lati rispettivamente uguali ai restanti lati, e il restante angolo al restante angolo.

B C

A

E F

D

Siano due triangoliABC ,DEF che hanno due angoliABC ,BCA rispettivamente uguali a due (angoli)
DEF , EFD, (s’intende)ABC aDEF , eBCA aEFD; e abbiano anche un solo lato uguale a un solo lato,
in primo luogo quello agli angoli uguali, BC a EF : dico che avranno anche i restanti lati rispettivamente
uguali ai restanti lati, AB, a DE e AC a DF , e il restante angolo al restante angolo, BAC a EDF .

Se infattiAB è disuguale aDE, una sola di esse è maggiore. Sia maggioreAB, e uguale aDE sia stata posta
BG, e sia stata congiunta GC .

Poichè dunque BG è uguale a DE, e BC a EF , due rette BG, BC sono pertanto rispettivamente uguali a
due DE, EF ; e un angolo GBC è uguale a un angolo DEF : HC come base è quindi uguale a DF come
base, e il triangolo GBC è uguale al triangolo DEF , e i restanti angoli, sotto cui si tendono i lati uguali,
saranno uguali ai restanti angoli: l’angolo GBC è quindi uguale a DFE. Ma DFE è stato supposto uguale
a BCA: anche BCG è quindi uguale a BCA, il minore al maggiore; il che è impossibile. Non si dà quindi
il caso che AB sia disuguale a DE. È quindi uguale. Ed è anche BC uguale a EF : due rette AB, BC sono
pertanto rispettivamente uguali a due DE, EF ; e un angolo ABC è uguale a un angolo DEF : AC come
base è quindi uguale a DF come base, e un angolo BAC restante è uguale al restante angolo EDF .

Ma ora di nuovo siano uguali i lati che si tendono sotto gli angoli uguali, come AB a DE: dico di nuovo che
anche i restanti lati saranno uguali ai restanti lati, AC a DF , e BC a EF , e ancora il restante angolo BAC
è uguale al restante angolo EDF .
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Se infatti BC è disuguale a EF , una sola di esse è maggiore . Sia maggiore, se possibile, BC , e uguale a EF
sia stata posta BH , e sia stata congiunta AH . E poiché BH è uguale a EF , e AB a DE, due rette AB, BH
sono pertanto rispettivamente uguali a due DE, EF ; e comprendono angoli uguali: AH come base è quindi
uguale aDF come base, e il triangoloABH è uguale al triangoloDEF , e i restanti angoli, sotto cui si tendono
i lati uguali, saranno uguali ai restanti angoli: l’angolo BHA è quindi uguale a EFD. Ma EFD è uguale
aBCA: un angolo all’esternoBHA di un triangoloAHC è pertanto uguale a un angolo all’interno e opposto
BCA; il che è impossibile. Non si dà quindi il caso che BC sia disuguale a EF : è quindi uguale.

Ed è anche AB uguale DE: due rette AB, BC sono pertanto rispettivamente uguali a due DE, EF ; e
comprendono angoli uguali: AC come base è quindi uguale a DF come base, e il triangolo ABC uguale al
triangolo DEF e un angolo BAC restante uguale al restante EDF .

Qualora due triangoli abbiano due angoli rispettivamente uguali a due angoli e un solo lato, o quello agli
angoli uguali oppure quello che si tende sotto uno solo degli angoli uguali, uguale a un solo lato, avranno anche
i restanti lati uguali ai restanti lati, e il restante angolo al restante angolo: il che si doveva dimostrare.

2.19 Proposizione 27 - 28. Se due rette tagliate da una trasversale formano angoli alterni
interni (esterni) uguali allora sono parallele.

Proposizione 27.

Qualora una retta che incide su due rette faccia gli angoli alterni uguali tra loro, le rette saranno parallele tra
loro.

G

A

C

B

D

E

F

Una retta EF che incide su due rette AB, CD faccia infatti gli angoli alterni AEF , EFD uguali tra
loro: dico che AB è parallela a CD.

Se infatti no, AB, CD prolungate si incontreranno o dalla parte B, D oppure da quella A, C . Siano state
prolungate e si incontrino dalla parte B, D secondo G. Un angolo all’esterno AEF di un triangolo GEF è
pertanto uguale a un angolo all’interno e oppostoEFG; il che è impossibile. Non si darà quindi il caso cheAB,
CD prolungate si incontrino dalla parte B, D. Del tutto similmente sarà dimostrato che neanche da quella
A, C ; e le (rette) che non si incontrano nè da una nè dall’altra parte sono parallele: AB è quindi parallela a
CD.

Qualora quindi una retta che incide su due rette faccia gli angoli alterni uguali tra loro, le rette saranno
parallele: il che si doveve dimostrare.

Proposizione 28.
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Qualora una retta che incide su due rette faccia un angolo all’esterno uguale a quello all’interno e opposto e
dalla stessa parte o quelli all’interno e dalla stessa parte uguali a due retti, le rette saranno parallele tra loro.

B

D

F

A G

E

C H

Una retta EF che incide su due rette AB, CD faccia infatti un angolo all’esterno EGB ugualaquello
all’interno e opposto GHD o quelli all’interno e dalla stessa parte BGH , GHD uguali a due retti: dico che
AB è parallela a CD.

Poichè infatti EGB è uguale a GHD, ma EGB è uguale a AGH , anche AGH è quindi uguale a GHD;
e sono alterni: AB è quindi parallela a CD.

Di nuovo, poichè BGH , GHD sono uguali a due retti, e sono anche AGH , BGH uguali a due retti, AGH ,
BGH sono quindi uguali a BGH , GHD; sia stato sottratto BGH comune: AGH restante è quindi uguale
a GHD restante; e sono alterni: AB è quindi parallela a CD.

Qualora una retta che incide su due rette faccia quindi un angolo all’esterno uguale a quello all’interno e opposto
e dalla stessa parte o quelli all’interno e dalla stessa parte uguali a due retti, le rette saranno parallele: il che si
doveva dimostrare.

Denominazione degli angoli formati da due rette tagliate da una trasversale.

αβ

γ δ

εη

ϑ ι

E

F

A
B

C

D

Le rette AB and CD formano:
due coppie di angoli alterni interni: (α, ϑ), (β, ι);
due coppie di angoli alterni esterni (δ, η), (γ, ε);
due coppie di angoli coniugati interni (α, ι), (β, ϑ);
due coppie di angoli coniugati esterni (δ, ε), (γ, η);
quattro coppie di angoli corrispondenti (α, ε), (β, η),
(δ, ι), (γ, ϑ).

2.20 Proposizione 29

Proposizione 29.
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Una retta che incide su rette parallele fa sia gli angoli alterni uguali tra loro che quello all’esterno uguale
all’interno e opposto che quelli all’interno e dalla stessa parte uguali a due retti.

B

D

F

A G

E

C H

Una rettaEF incida infatti su rette paralleleAB,CD: dico che fa gli angoli alterniAGH ,GHD uguali
e l’angolo all’esterno EGB uguale all’interno e opposto GHD e quelli all’interno e dalla stessa parte BGH ,
GHD uguali a due retti.

Se infatti AGH è disuguale a GHD, uno solo di essi è maggiore. Sia maggiore AGH ; sia stato sommato
BGH comune: AGH , BGH sono quindi maggiori di BGH , GHD. Ma AGH , BGH sono uguali a due
retti. [E]BGH ,GHD sono quindi minori di due retti. E le rette prolungate illimitatamente da meno di due
retti si incontrano: quindi AB, CD prolungate illimitatamente si incontrano; e non si incontrano per il fatto
di essere state supposte parallele: non si dà quindi il caso cheAGH sia disuguale aGHD: è quindi uguale. Ma
AGH è uguale a EGB: anche EGB è quindi uguale a GHD. Sia stato sommato BGH comune: EGB,
BGH sono quindi uguali a BGH , GHD. Ma EGB, BGH sono uguali a due retti: anche BGH , GHD
sono quindi uguali a due retti.

Una retta che incide su rette parallele fa quindi sia gli angoli alterni uguali tra loro che quello all’esterno uguale
all’interno e opposto che quelli all’interno e dalla stessa parte uguali a due retti:il che si doveva dimostrare.

2.21 Proposizione 30

Proposizione 30.

Le parallele alla stessa retta sono anche parallele tra loro.

B

F

D

A

E

G

C

H

K

Sia una e l’altra delle AB, CD parallela a EF : dico che anche AB è parallela a CD.

Incida infatti su di esse una retta GK
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E poichè una retta GK risulta incidere su rette parallele AB, EF , AGK è quindi uguale a GHF . Di
nuovo, poichè una rettaGK risulta incidere su rette paralleleEF , CD, GHF è quindi uguale aGKD. Ma
fu anche dimostrato AGK uguale a GHF . Anche AGK è quindi uguale a GKD; e sono alterni. AB è
quindi parallela a CD.

[Così le parallele alla stessa retta sono anche parallele tra loro:] il che si doveva dimostrare.

2.22 Proposizione 31. Costruzione della parallela a una retta data passante per un punto.

Proposizione 31.

Condurre per il punto dato [la] parallela alla retta data.

[...]

2.23 Proposizione 32. In un triangolo la somma degli angoli interni è uguale a due retti.

Proposizione 32.

Prolungato avanti uno solo dei lati di ogni triangolo, l’angolo esterno è uguale ai due all’interno e opposti, e i
tre angoli all’interno del triangolo sono uguali a due retti.

D

A

C
B

E

Sia un triangolo ABC , e sia stato prolungato avanti un suo solo lato BC fino a D: dico che l’angolo all’e-
sterno ACD è uguale ai due all’interno e opposti CAB, ABC , e i tre angoli all’interno ABC , BCA, CAB
del triangolo sono uguali a due retti.

Sia infatti stata condotta per il punto C parallela alla retta AB una retta CE.

E poichè AB è parallela a CE, e su di esse risulta incidere AC , gli angoli alterni BAC e ACE sono uguali
tra loro. Di nuovo, poichè AB è parallela a CE, e su di esse risulta incidere una retta BD, l’angolo all’esterno
ECD è uguale all’angolo all’interno e opposto ABC . E fu anche dimostrato ACE uguale a BAC : l’angolo
ACD totale è quindi uguale ai due all’interno e opposti BAC , ABC .

Sia stato sommato ACB comune: ACD, ACB sono quindi uguali ai tre ABC , BCA, CAB. Ma ACD,
ACB sono uguali a due retti.

Prolungato avanti uno solo dei lati di ogni triangolo, l’angolo all’esterno è quindi uguale ai due all’interno e
opposti, e i tre angoli all’interno del triangolo sono uguali a due retti: il che si doveva dimostrare.
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2.24 Proposizione 47. Teorema di Pitagora.

Proposizione 47.

Nei triangoli rettangoli il quadrato sul lato che sottende l’angolo retto è uguale ai quadrati sui lati che com-
prendono l’angolo retto.
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