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1 Parabole

Definizione 1.1 (Parabola). In un piano è data una retta d e un punto F che non sta su
d. Si chiama parabola il luogo geometrico di tutti i punti P del piano che hanno la stessa
distanza da d e da F , cioè per i quali risulta

PF = PH (1.1)

d

H P

FV

Figura 1: Parabola.

La retta d e il punto F si chiamano rispettivamente direttrice e fuoco della parabola.

La retta passante per il fuoco e perpendicolare alla direttrice si chiama asse della parabola,
essa interseca la parabola nel punto V detto vertice. La parabola è simmetrica rispetto al
proprio asse.
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1.1 Proprietà focale della parabola

Teorema 1.2. Sia P è un punto qualsiasi della parabola di fuoco F e direttrice d. Allora la
tangente in P alla parabola divide in parti uguali l’angolo F̂PH.
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Figura 2: Proprietà focale della parabola: la tangente in P alla parabola è bisettrice dell’angolo

F̂PH.

Dimostrazione.

Si consideri la parabola avente direttrice d e fuoco F . Sia P un punto qualsiasi della pa-
rabola e H il piede della retta ortogonale alla direttrice, passante per P . Si congiunga P
rispettivamente con H e F e si tracci la bisettrice t dell’angolo F̂PH.

Si tratta ora di dimostrare che la retta t coincide con la tangente in P alla parabola. Si scelga
un punto qualsiasi Q su t, con Q ̸= P , e sia K il piede della perpendicolare a d passante per
Q; si ha:

- QF = QH perchè i triangoli QHP e QPF sono congruenti;

- QH > QK perchè QK è la distanza di Q dalla direttrice d e quindi è minore di qualsiasi
segmento ‘obliquo’ congiungente Q con la direttrice stessa.

Segue QF > QK e, di conseguenza, Q non appartiene alla parabola. Per l’arbitrarietà con
cui è stato scelto il punto Q su t, l’unico punto in comune tra t e la parabola è il punto P .
Pertanto la bisettrice t coincide con la tangente in P alla parabola.

Immediata conseguenza del teorema precedente e della legge della riflessione è la seguente
proposizione

Proposizione 1.3. In uno specchio parabolico i raggi incidenti paralleli all’asse della parabola
vengono riflessi in raggi passanti per il fuoco e viceversa, raggi uscenti dal fuoco si riflettono
in raggi paralleli alla direttrice.
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Figura 3: Proprietà focale della parabola: il raggio incidente, perpendicolare alla direttrice viene
riflesso nel raggio (di colore rosso) passante per il fuoco della parabola.

La dimostrazione è lasciata per esercizio. Nella costruzione di antenne paraboliche, di
proiettori e di telescopi astronomici si utilizza questa proprietà .
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1.2 La parabola vista come sezione conica

In questa sezione si vuole dimostrare che l’intersezione di un cono circolare con un piano π
parallelo a una generatice del cono è una parabola. La dimostrazione proposta utilizza la
sfera di Dandelin: con riferimento alla figura, essa è una sfera tangente al cono (i punti di
tangenza sono i punti della circonferenza di colore rosso) e al piano π (il punto di tangenza è
il punto denominato con F ). La retta d (di colore verde) è l’intersezione tra piani π e σ (dove
σ è il piano che contiene la circonferenza, luogo dei punti di intersezione tra cono e sfera).

Sia P un punto qualsiasi della curva γ intersezione tra cono e piano π, sia Q il punto di
intersezione tra la generatrice V P del cono e il piano σ e, infine, sia R la proiezione ortogonale
di P sulla retta d.

Figura 4: Il piano π è parallelo a una generatrice del cono. L’intersezione tra cono e piano π è una
parabola.

Il primo fatto importante della dimostrazione consiste nell’osservare che

PF = PQ (1.2)

perchè i due segmenti hanno il vertice P in comune e sono tangenti alla sfera. Inoltre, l’angolo
formato dalla generatrice PQ del cono e σ è uguale all’angolo formato da PR e σ (P e R
stanno su π). Per come è stato scelto il piano π (parallelo a una generatrice del cono) risulta

PQ = PR (1.3)

Per la proprietà transitiva della congruenza segue
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PF = PR (1.4)

Quindi, il punto P appartiene alla parabola di fuoco F e direttrice d.

Per comprendere meglio la dimostrazione si consiglia di vedere la figura dinamica reperibile
in rete al seguente indirizzo: https://www.geogebra.org/m/luPINhPD (dalla quale è stata
tratta quella proposta sopra).
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1.3 Tangente alla parabola condotta da un punto dell’asse di simmetria

Proposizione 1.4 (Tangente alla parabola condotta da un punto del suo asse di simmetria).
Sia t la tangente alla parabola condotta per il punto Q che sta sul suo asse di simmetria
(esternamente a essa); P il punto di tangenza e H il piede della perpendicolare all’asse di
simmetria passante per P . Allora il vertice V della parabola è punto medio del segmento HQ

HV = V Q (1.5)

F

Q
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H

direttrice

V

K d

t

Figura 5: Tangente alla parabola condotta da un punto del suo asse di simmetria: HV ≃ V Q.

Dimostrazione.

Si osservi la figura (5). Il punto di tangenza P appartiene alla parabola mentre i segmenti
PD e HK sono congruenti per costruzione. Allora

PF = PD = HK (1.6)

Utilizzando la proprietà focale della parabola si verifica facilmente (spiegare come) che il
triangolo di vertici P, F,Q è isoscele e

FQ = PF (1.7)

Da (1.7) e (1.6), per la proprietà transitiva della congruenza, segue

FQ = HK (1.8)

7



Note sulle coniche Mauro Saita

Infine, sottraendo da entrambi i termini della precedente uguaglianza il segmento FV = V K
si ottiene:

FQ− FV = HK − V K (1.9)

ossia

V Q = HV (1.10)
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2 Circonferenze e ellissi

Definizione 2.1 (Circonferenza). Sia r un numero reale positivo e O un punto del piano.
Si chiama circonferenza il luogo geometrico di tutti i punti P del piano che hanno distanza
da O uguale a r

PO = r

Definizione 2.2 (Ellisse). Siano F1 e F2 due punti prefissati del piano. Si chiama ellisse
l’insieme dei punti P del piano per i quali la somma delle distanze da F1 e F2 è costante

PF1 + PF2 = costante (2.1)

F1 F2

P

Figura 6: Ellisse.

Proprietà dell’ellisse.

1. L’ellisse è simmetrica

- rispetto alla retta r contenente i fuochi F1 e F2;

- rispetto all’ asse s del segmento F1F2;

- rispetto a O = r ∩ s. Il punto O si chiama centro di simmetria dell’ellisse.

r

s

OF1 F2

Figura 7: Le simmetrie dell’ellisse.
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2. Se nell’uguaglianza (2.1) che definisce l’ellisse si pone costante = 2a si ottiene

PF1 + PF2 = 2a (2.2)

La costante 2a coincide con la lunghezza del diametro più lungo dell’ellisse (per con-
vincersene si osservi la figura qui sotto in cui si è evidenziato il punto P dell’ellisse che
si trova a sinistra sulla retta r). Il semiasse maggiore misura a.

r

2a

s

OF1 F2P

Figura 8: L’asse maggiore è lungo 2a.

3. Indicata con c la distanza dei fuochi dal centro O, cioè OF1 = OF2 = c si ha

b2 = a2 − c2

dove b è la lunghezza del semiasse minore.

b

cc

a a

r

s

OF1 F2

P

Figura 9: Il semiasse minore misura b.
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2.1 Proprietà focale dell’ellisse (Apollonio, Coniche, Libro III, Proposi-
zione 48)

Teorema 2.3. Sia P è un punto qualsiasi dell’ellisse di fuochi F1 e F2. I segmenti PF1 e
PF2 formano angoli uguali con la tangente in P all’ellisse.

α
α

α

l
l′

l

t

F1 F2

P

R

Q

S

Figura 10: Proprietà focale dell’ellisse.

Dimostrazione.

Con riferimento alla figura, sia P un punto dell’ellisse di fuochi F1, F2.

Si congiunga il punto P rispettivamente con F1 e F2 e si determini sul prolungamento del
segmento F2P (dalla parte di P ) il punto R in modo tale che RP = PF1. La lunghezza del
segmento RF2 è la stessa per tutti i punti dell’ellisse (si veda l’uguaglianza 2.1 che definisce
l’ellisse). Posto PF1 = l e PF2 = l′ si ha

RF2 = RP + PF2

= PF1 + PF2

= l + l′

Si tracci ora la bisettrice t dell’angolo R̂PF1 (R̂PS = ŜPF1 = α).

Per ogni punto Q ∈ t, Q ̸= P , si ha RQ = QF1 (la verifica è immediata) e

QF1 +QF2 = RQ+QF2 > l + l′

perchè i punti R,Q, F2 non sono allineati.

Segue che ogni Q ∈ t (con Q distinto da P ) risulta esterno all’ellisse. Pertanto la bisettrice
t, che ha in comune con l’ellisse il solo punto P , coincide con la tangente.
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Infine, è immediato osservare che ŜPF1 = Q̂PF2

3 Iperbole

Definizione 3.1 (Iperbole). Siano F1 e F2 due punti prefissati del piano. Si chiama iperbole
l’insieme dei punti P del piano per i quali il valore assoluto della differenza delle distanze da
F1 e F2 è costante

|PF1 − PF2| = costante

Posto 2a = costante si ottiene:

|PF1 − PF2| = 2a (3.1)

F1 F2

P

Figura 11: Iperbole.
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4 Diametri e direzioni coniugate

Un’altra proprietà sulle coniche, anche questa dimostrata da Apollonio, è la seguente

Teorema 4.1. Assegnata una conica e una direzione nel suo piano vale il seguente fatto:

il luogo geometrico dei punti medi di tutte le corde parallela a quella direzione è una retta

Figura 12: Diametro (in rosso) di una conica secondo una direzione prestabilita.

Definizione 4.2. Data una conica C e una direzione nel suo piano, si chiama diametro
della conica la retta che contiene i punti medi di tutte le corde parallele a quella direzione.
Si chiama direzione coniugata al diametro la direzione della famiglia di corde parallele.

Nel caso della circonferenza la direzione del diametro e quella coniugata sono perpendicolari,
per le altre coniche no.

Nel caso dell’ellisse e dell’iperbole tutti i diametri passano per uno stesso punto: il centro di
simmetria della conica, mentre nel caso della parabola tutti i diametri sono paralleli all’asse
di simmetria della parabola.

Le proposizioni citate in questo paragrafo verranno dimostrate in seguito, con l’ausilio del
metodo delle coordinate. Si consiglia di verificare la validità di tali risultati facendo opportune
figure dinamiche con Geogebra.
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5 Una seconda definizione di ellisse e iperbole.

Definizione 5.1 (Ellisse). In un piano è data una retta d e un punto F che non sta su d e
un numero e, 0 ≤ e < 1. Si chiama ellisse il luogo geometrico di tutti i punti P del piano per
i quali il rapporto delle distanze del punto P da F e dalla direttrice d è uguale al numero e,
cioè

PF

PH
= e

dove 0 ≤ e < 1.

La retta d e il punto F si chiamano rispettivamente direttrice e fuoco dell’ellisse, il numero e
si chiama eccentricità .

Definizione 5.2 (Iperbole). In un piano è data una retta d e un punto F che non sta su d
e un numero e, e > 1. Si chiama iperbole il luogo geometrico di tutti i punti P del piano per
i quali il rapporto delle distanze del punto P da F e dalla direttrice d è uguale alla costante
e, cioè

PF

PH
= e

dove e > 1.

La retta d e il punto F si chiamano rispettivamente direttrice e fuoco dell’iperbole, il numero
e si chiama eccentricità .
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6 La rappresentazione delle curve prima e dopo Descartes

Dall’antichità fino agli inizi del 1600 le curve conosciute (e quindi studiate) sono pressappoco
le stesse. Oltre alle sezioni coniche erano note alcune curve algebriche come la concoide di
Nicomede e la cissoide di Diocle e qualche curva trascendente tra cui la famosa spirale di
Archimede e la quadratrice di Dinostrato. La situazione cambia radicalmente durante la
prima metà del 1600 grazie soprattutto ai lavori di Fermat e Descartes che in quegli anni
gettano le basi dell’odierna geometria analitica. Anno di importanza storica fondamentale
è il 1637: anno di pubblicazione della “Geometrie’ di Descartes, apparsa in appendice al
famoso “Discours de la mèthode”. Con questo trattato si stabilisce una stretta relazione tra
le millenarie conoscenze geometriche e quelle algebriche, molto più recenti.

A partire dal lavoro di Descartes, il mondo scientifico del tempo deve prendere atto e assi-
milare un approccio completamente nuovo ai problemi geometrici, che non si riduce, come a
volte superficialmente si crede, a una traduzione in termini algebrici di problemi geometrici,
bens̀ı a una loro nuova interpretazione nella quale algebra e geometria ricoprono un ruolo
paritario. Descartes discute i pregi e i difetti di entrambe: ritiene che la geometria dipenda
eccessivamente da figure che affaticano inutilmente l’immaginazione e giudica l’algebra un
insieme di tecniche astratte che ottenebra la mente. Quindi, con il suo metodo il filosofo e
matematico francese vuole

� liberare la geometria da figure complicate, mediante i procedimenti dell’algebra;

� dare significato e concretezza alle operazioni dell’algebra per mezzo dell’interpretazione
geometrica.

Una delle coseguenze fondamentali che sta alla base del progetto di Descartes consiste nel-
l’aver posto bene in luce la corrispondenza che intercorre tra luogo geometrico e equazione.
Fissato un sistema di rifermento (ossia una coppia di rette perpendicolari1), a ogni equazione
F (x, y) = 0 corrisponde il luogo geometrico (di solito una curva) costituito da tutti quei punti
le cui coordinate (x, y) rendono vera l’equazione. Questa idea è alla base di una vera e propria
rivoluzione in geometria perché modifica in modo radicale il concetto stesso di curva. Prima
di Descartes assegnare una curva significa esplicitarne la costruzione geometrica, per esempio
indicando in che modo determinare i punti sulla curva stessa oppure descrivendo la ‘macchina’
per mezzo della quale la curva viene costruita. In ogni caso la descrizione della curva avviene
sempre mediante una costruzione speciale. Con Descartes invece, la curva si identifica con
la sua equazione ed è a partire da quest’ultima che si studiano le sue proprietà, inclusa la
possibilità di una sua costruzione tramite riga e compasso o altri apparecchi costruiti allo
scopo.

Identificando la curva con la sua equazione trovano diritto di cittadinanza in matematica
un’infinità di nuove linee che prima di allora non era lecito considerare cioè mentre nella geo-
metria classica esistono solo curve nominate: parabole, ellissi, spirali, . . . in quella cartesiana
l’insieme delle curve diventa infinito, perchè infinito è l’universo delle curve algebriche.

1In realtà Descartes introduce in modo esplicito soltanto l’asse orizzontale delle ascisse e considera le
quantità incognite non come numeri bens̀ı come segmenti.
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6.1 Le equazioni delle coniche

Parabola.

Scelta del sistema di riferimento.

Asse x = asse del segmento FK, dove K è il piede della perpendicolare alla direttrice
contenente il fuoco F (il verso di x è scelto in modo arbitrario).

Asse y = perpendicolare alla direttrice passante per il fuoco (il verso positivo di y è quello
contenente F ).

O

F = (0, c)

y = −c
K

direttrice

Figura 13: Il sistema di riferimento è stato scelto in modo che l’asse di simmetria della parabola
coincida con l’asse y e il vertice con l’origine O degli assi.

Posto F = (0, f) con f > 0, l’equazione della direttrice è y = −f . Se P = (x, y) è un punto
qualsiasi del piano cartesiano, dall’uguaglianza (1.1) che definisce la parabola si ottiene:

√
(x− 0)2 + (y − f)2 = |y + f |

Da cui si ricava

y =
1

4f
x2

Posto a = 1
4f l’equazione della parabola è del tipo

y = ax2 (6.1)

Ora se si esegue la traslazione di vettore V = (xv, yv) la parabola y = ax2 viene trasformata
in un’altra parabola avente vertice in V e asse di simmetria parallelo all’asse y. Qual è
l’equazione della parabola traslata?
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y = ax2 + bx+ c

O

V

Figura 14: Equazione della parabola con vertice in V asse di simmetria parallelo all’asse y.

Le equazioni della traslazione di vettore V sono
x′ = x+ xv

y′ = y + yv

(6.2)

e quelle inverse 
x = x′ − xv

y = y′ − yv

(6.3)

Sostituendo le (6.3) in (6.1) si ottiene y′ = ax′2− 2axv x
′+ax2v + yv che, riscritta senza apici,

è

y = ax2 − 2axv x+ ax2v + yv (6.4)

Dunque l’equazione della parabola con asse di simmetria una retta parallela all’asse y e vertice
in V = (xv, yv) ha equazione

y = ax2 + b x+ c (6.5)

dove si è posto b = −2axv e c = ax2v + yv

Ellisse.

Scelta del sistema di riferimento.

Asse x = retta contenente i fuochi F1, F2 (il verso di x è scelto in modo arbitrario).

Asse y = asse del segmento F1F2 (il verso di y è scelto in modo arbitrario).

Posto F1 = (−c, 0), F2 = (c, 0) con c > 0 e indicato con P = (x, y) un punto qualsiasi del
piano cartesiano, dall’uguaglianza (2.2) che definisce l’ellisse si ottiene:
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√
(x+ c)2 + (y − 0)2 +

√
(x− c)2 + (y − 0)2 = 2a

Dopo un po’ di calcoli e semplificazioni (per eliminare le radici bisogna elevare al quadrato
due volte) si ottiene

(a2 − c2)x2 + a2 y2 = a2(a2 − c2)

Posto b2 = a2 − c2 si ha:

b2 x2 + a2 y2 = a2b2 (6.6)

Infine, dividendo per a2b2 si ottiene l’equazione dell’ellisse riferita agli assi

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (6.7)

Iperbole.

L’iperbole di fuochi F1, F2 è il luogo geometrico dei punti P del piano che soddisfa l’equazione

|PF1 − PF2| = 2a

dove 2a è una costante positiva. La condizione affinchè l’iperbole esista è

|PF1 − PF2| < F1F2 (6.8)

Posto F1F2 = 2c, da (6.8) si ottiene a < c.

F1 F2

P

Figura 15: Si osservi il triangolo PF1F2. Per una nota proprietà dei triangoli, il lato F1F2 è
maggiore della differenza degli altri due lati, cioè 2a < 2c.

Per determinare l’equazione dell’iperbole si procede come per le altre coniche.

Scelta del sistema di riferimento.

Asse x = retta contenente i fuochi F1, F2 (il verso di x è scelto in modo arbitrario).
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Asse y = asse del segmento F1F2 (il verso di y è scelto in modo arbitrario).

Posto F1 = (−c, 0), F2 = (c, 0) con c > 0 e indicato con P = (x, y) un punto qualsiasi del
piano cartesiano, dall’uguaglianza (3.1) che definisce l’iperbole si ottiene

|
√
(x+ c)2 + (y − 0)2 −

√
(x− c)2 + (y − 0)2| = 2a

Elevando al quadrato si ha

2(x2 + c2 + y2)− 2
√

(x2 + c2 − 2cx+ y2)(x2 + c2 + 2cx+ y2) = 4a2 (6.9)

(x2 + c2 + y2)−
√
(x2 + c2 + y2)2 − 4c2x2 = 2a2 (6.10)

Isolando la radice quadrata, elevando un’altra volta al quadrato e infine, eliminando la
quantità (x2 + c2 + y2)2 che compare in entrambi i termini dell’uguaglianza si ricava

(c2 − a2)x2 − a2 y2 = a2(c2 − a2)

ossia

x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1

Posto infine b2 = c2 − a2 l’equazione (riferita agli assi) che rappresenta l’iperbole assume la
seguente forma

x2

a2
− y2

b2
= 1 (6.11)
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7 Costruzione per punti di ellisse e iperbole. Due esercizi

Esercizio 7.1 (Ellisse per punti). Per disegnare per punti l’ellisse avente distanza focale
AB = 10 e costante pari a 12 si procede nel seguente modo: si tracciano le circonferenze
avente il centro nel fuoco A dell’ellisse e raggio r con 1 ≤ r ≤ 11, e poi quelle avente il centro
nel fuoco B e stesso raggio. I punti evidenziati in rosso appartengono all’ellisse cercata.
Perchè? Spiegare.

A B

Figura 16: Costruzione dell’ellisse per punti.

Esercizio 7.2 (Iperbole per punti). Per disegnare per punti l’iperbole avente distanza focale
AB = 4 e costante pari a 2 si procede nel seguente modo: si tracciano le circonferenze avente
il centro nel fuoco A dell’iperbole e raggio r con 1 ≤ r ≤ 12, e poi quelle avente il centro
nel fuoco B e stesso raggio. I punti evidenziati in rosso appartengono all’iperbole cercata.
Perchè? Spiegare.

A B

C

Figura 17: Costruzione dell’iperbole per punti.
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