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Esercizi su integrali e integrali generalizzati Mauro Saita

1 Integrali

1.1 Primitive e integrali definiti

Esercizio 1.1. Calcolare i sequenti integrali indefiniti

1. /365$1 dx

2.
/3344—5g
3. /:ccosBa: +1)dx
ln2x
“f
T
5. / e cose™ dx
6. /xe

2
Esercizio 1.2. Tra le primitive della funzione f(x) = 3 trovare quella il cui grafico passa

per (4,2).

Esercizio 1.3. Utilizzando il metodo di integrazione per parti, calcolare i sequenti integrali

~

[z de
[enzde
[zn®zdx

[ 2z arctan z dx
[arcsinz dzx

[ 2%e® dx
[e*sinzdx

me cos x dx

© ® RS o

f:v21nazdm
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Esercizio 1.4. Dopo aver dimostrato le due formule

2

1
cos“x = 5(1 + cos 2x) sin?

1
x = 5(1 — cos 27)

determinare fcos2 zdr e fsin2 zdr.

Esercizio 1.5. Utilizzando il metodo di sostituzione per integrali indefiniti, calcolare

1. f%dm

2. fx+1ﬁdm

3. f$2€x3 dx

4. [tanzdx

Esercizio 1.6. Utilizzando il metodo di sostituzione per integrali indefiniti, calcolare

1
1. ——dx, orre: t = +/2x — 1.
/ ov2r 1 P

9 /Qarctanac—i— 1

21 dx, porre: t = arctanx.
T

z+3

3. —dx, orre: t = /x + 2.
vo+2 b

3
4. /\/Siﬁdx’ porre: t =+/8 — x.

Esercizio 1.7. Calcolare i sequenti integrali definiti

1
1. / 225 dg
0
2
4r — 1
2. —d
/1 4z 22 "

2
3. / 322 + sinzx dz
0

m 2 I
4. / sinz dz, / cosx dx / tanx dx
0 0 0

V2
5. / /522 — 10 dx
1



Esercizi su integrali e integrali generalizzati Mauro Saita

1
6./63xd(£
0
2
1
7./dac
1 X

1
8. / Vr+1dz
0

s

2
9. / cos zsin? z dz
0

Esercizio 1.8. Utilizzando solo considerazioni geometriche calcolare il sequente integrale
T
/ V2 —ax?dx
0
dove r € un numero reale non megativo.

Esercizio 1.9. Usando il metodo di integrazione per sostituzione, calcolare i sequenti integrali

0
1. / V3r +4dx
-1

1
2. / e’vVer — ldx
0

Esercizio 1.10. Usando il metodo di integrazione per sostituzione, calcolare l’integrale

/sec€d9:/1d0
cos 6

(Utilizzare la sostituzione sinf = u).

Esercizio 1.11. Calcolare l’area della regione R che sta sopra la retta di equazione y =2 e

sotto il grafico della curva y = 3x — x2.

Esercizio 1.12. Trovare la derivata rispetto a x della funzione F(x) cosi definita
T
F(x) :/ t* 4 tdt
1

Esercizio 1.13. Tracciare il grafico della sequente funzione integrale

(—00, +00) LR, F(z) = / e dt
0
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1.2 Volumi di solidi di rotazione

1. Sia R la regione di piano delimitata dal grafico di [a, b] N R, dall’asse delle ascisse e
dalle rette * = a, x = b. Il volume V del solido ottenuto facendo ruotare la regione
piana R attorno all’asse x &

b
Vr [ (f@)Pds

2. Sia R la regione di piano delimitata dal grafico di [a, b] N R, dall’asse delle ascisse e
dalle rette * = a, x = b. Il volume V del solido ottenuto facendo ruotare la regione
piana R attorno all’asse y ¢

b
V= 271'/ zf(x)dz

Esercizio 1.14. Calcolare il volume del solido di rotazione di asse x generato dal grafico, nel
piano xy, diy=+V2r3+1, 0<z <1.

Esercizio 1.15. Calcolare il volume del solido di rotazione di asse x generato dal grafico, nel
piano xy, diy = V3lnz, 1<z <e.

Esercizio 1.16. Trovare il volume dell’ellissoide che si ottiene facendo ruotare attorno
all’asse x la regione di piano racchiusa dall’ellisse di equazione

Esercizio 1.17. Trovare il volume che si ottiene facendo ruotare attorno all’asse delle x la
regione di piano compresa tra i grafici delle funzioni

RLR, f@)= -3 +72 ¢ R\{0} SR, g(x)z%

Esercizio 1.18 (Volume del toro). Si consideri la circonferenza di centro (a,0) e raggio .
Determinare il volume del toro che si ottiene facendo ruotare il cerchio attorno all’asse y.
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Figura 1: La superficie torica della figura e stata ottenuta facendo ruotare attorno all’asse y, la
circonferenza di centro (a,0) e raggio r (il “taglio”effettuato sul toro ha come unico scopo quello di
rendere piu chiaro il modo in cui si & costruito il solido).

Esercizio 1.19. Si consideri il cerchio di raggio 1 e centro (2,0). Determinare il volume del
solido che si ottiene facendo ruotare tale cerchio attorno all’asse y.

Esercizio 1.20. Determinare il volume delimitato dalla ‘scodella’ che si ottiene facendo
ruotare attorno all’asse y l'arco parabolico y =z, 0 < x < 2.

Figura 2: Scodella generata, nel piano xy, dall’arco di parabola di equazione y = 22, 0 < z < 2.

1.3 Lunghezza di un arco di curva. Integrali curvilinei di prima specie
1. Sia v una curva piana continua parametrizzata:
la,6] R, (1) = (2(t), y(®))
(Considerazioni analoghe valgono per curve nello spazio tridimensionale).
Sia T = {to, t1, ..., t, } una partizione
a=ty <ty <tg<------ <t,=0b

dellintervallo [a, b]. Il numero
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2

RS J (a(ts) — 2(t5-)” + (wlts) — w(te-) (L1)
k=1

rappresenta la lunghezza di una poligonale P inscritta in +.

Indicato con P l'insieme di tutte le poligonali inscritte in v, si definisce lunghezza L(7y)
di ~y estremo superiore, ammesso che esista, di L(P) al variare di P in P, cioe

L(y) = ;ggum

Se tale sup esiste finito la curva si dice rettificabile.

2. Se la curva parametrizzata
[a,b] == R, y(t) = (2(t),y(1))

¢ di classe C'[a,b] (cioe le funzioni x(t),y(t) sono derivabili su [a,b], con derivata
continua), allora v & rettificabile e la sua lunghezza &

b b
Liy) = / /(1) dt = / NCIOEESTOER" (1.2)

L’uguaglianza (1.2) si puo spiegare cosi: anzitutto I'integrale che figura a secondo mem-
bro di (1.2) esiste, perché la funzione integranda ¢ continua sull’intervallo compatto
[a,b]. Si consideri allora una partizione dell’intervallo [a, b]

a=tg <t <ty <-+v--- <th=b
costituita da sotto-intervallini tutti di uguale lunghezza At =t — tp_1 = b_T“.
Figura 3: Una poligonale & una spezzata i cui vertici P, = y(tg), k =0,1...,n stanno su +.
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Le funzioni x(t) e y(t) soddisfano su ogni intervallino (¢;_1, tx) le ipotesi del teorema di
Lagrange, quindi gli incrementi x(t;) —z(tx—1) € y(tx) —y(tx—1) si possono approssimare,
a meno di resti “molto piccoli” con le espressioni

w(ty) — x(te—1) ~ 2’ (cr) At, y(tr) — y(tr—1) ~ y'(dr) At

dove ¢k, di, € (tx—1,tr). La lunghezza del segmentino Py_1 Py si puo allora approssimare
cosl

PP = \/ (wt0) = 2t)) "+ (s00) = vt ) ~ Var2(e) + 92(de) - At

Segue che un valore approssimato della lunghezza totale della curva &

Ly =Y \/a(e) +y2(dy) - At
k=1

P t _ . I2t /2t M: /2t /Zt w.h:
osto my, tk,rlngl?gtk x'2(t) +y'2(t) e k tkfl%}%tk x'2(t) +y'2(t) siha

n n
> mp At <L, <> MpAt
k=1 k=1

n n
Per n — 400, le somme Z my At e Z M, At convergono a L = ff Va'(t)2+y'(t)2dt;
k=1 k=1
per il teorema del confronto di successioni, anche L, converge a L.

Esercizio 1.21. Clalcolare la lunghezza della circonferenza di raggio r.

Esercizio 1.22. Determinare la lunghezza del grafico delle sequenti funzioni

1 [0,1] -5 R, f(z) = 2Va3.
/

2. [0,3] == R, f(z) = 5/(2® +2)3.

Esercizio 1.23. Clalcolare la lunghezza della curva parametrizzata
y(t) = (e*,2¢',1),t € [0,1]

Qual é la massa totale del sostegno della curva, se la sua densita lineare di massa € costante
e uguale a 67
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Esercizio 1.24. Calcolare la lunghezza dell’elica cilindrica

~(t) = (acost,asint,bt), t € [0,27] (1.3)

Figura 4: L’elica disegnata in questa figura ha equazione v(t) = (cost,sint, f—ot), t €[0,20.5].

Esercizio 1.25. Calcolare la lunghezza della cicloide:

~v(t) = (r(t —sint), r(1 — cost)), t €10, 27] (1.4)

v(t) = (t —sint, 1 — cost)

X

0 1 5 2

Figura 5: La cicloide & la curva descritta da un punto di una circonferenza di raggio r (in figura
r = 1) quando la circonferenza rotola, senza strisciare, sull’asse delle x.

Esercizio 1.26. Calcolare Uintegrale (curvilineo di prima specie)
/ Bz —y+2)ds
C

dove C' ¢ la curva parametrizzata C(t) = (3t,4t — 1,t +5), con t € [0,2].

Esercizio 1.27. Trovare le coordinate del baricentro della semicirconferenza v di equazioni

parametriche:
x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,7] (1.5)

pensata come un filo di densita lineare costante.
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Esercizio 1.28. Si consideri la curva r, nello spazio tridimensionale R, di equazioni para-
metriche:
r(t) =t?i+2costj+2sintk, te (0,7

St calcoli la massa totale del filo costituito dall’immagine della curva r, nell’ipotesi che la
densita lineare di massa sia

§(z,y,2) = V.

1.4 Area delimitata da una curva

1. Sia v una curva di equazioni parametriche

[a,b] == R? (1) = ((t), y(1))

con z(t),y(t) di classe C! sull’intervallo [a,b]. Allora I'area A delimitata dalla curva v
e dalle rette x = x(a), z = x(b) e y = 0 & data dal seguente integrale:

b
A= / y(8) & (1)dt (1.6)

Si puo dare un’idea della dimostrazione in questo modo: sia T = {tg,t1,...,t,} una
partizione dellintervallo [a,b], con parametro di finezza |T|. L’area delimitata dalla
curva v e dalle rette x = x(a), z = z(b) e y = 0 si pud approssimare con somme del
tipo

Zy (te—1)[z(ty) — 2(tp—1)] (1.7)

La variazione x(tx) — x(tx_1) si approssima (a meno di una quantita molto piccola) con

' (tg—1) - (tk — te—1)

Quindi le somme (1.7) si scrivono:

Zy te—1)2 (te—1)(tk — tr—1) (1.8)

k=1

Pertanto ¢ ragionevole (ma andrebbe dimostrato rigorosamente) che 'area A sia data
dal limite

= lim Zy(tk D)’ (te—1) (b — ti-1) (1.9)

Si arriva alla tesi osservando che le somme che compaiono a secondo membro sono
somme di Riemann della funzione y(t)2’(t).

Esercizio 1.29 (Area del cerchio.). Calcolare l’area del cerchio di raggio r.

10
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Esercizio 1.30 (Area dell’ellisse.). Utilizzando l'uguaglianza (1.6), trovare Uarea delimitata
dall’ellisse di semiassi a e b.

Esercizio 1.31 (Area delimitata da un arco di cicloide.). Verificare che l'area delimitata
dall’arco di cicloide OAB e l’asse x ¢ tre volte l’area del cerchio generatore.

11
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1.5

Integrali di funzioni razionali

Esercizio 1.32. Calcolare

1.

R

=

10.

rz+4 . .. . . .
/2dac (Indicate con x1 e xo le radici del trinomio a denominatore,
¢ —5x+6
scrivere la funzione integranda nella forma —2— + -2 ).

r—x1 r—x2

-z

. . A B C
la funzione integranda nella forma =+ 2~ + x_w?’).

x+2 . . . . . .
/ dx  (Indicate con x1,x2,x3 le radici del polinomio a denominatore, scrivere

2 3
/(:c—lq;(tc—i—Q)?dx (Scrivere la funzione integranda nella forma ﬁ + %iz +
C

@/
B

6x — 1
/(;:_2)3 dx  (Scrivere la funzione integranda nella forma % s =i ﬁ)

3
2
/ :L‘3 + dr  (Eseguire la divisione di x3+2 per x3—xz. Detti Q(x) e R(x) il quoziente
3 —x

e il resto di tale divisione si ottiene [ gg’—fidx = [Q(z)+ R@) gz )

z3—2x

2
7+ 3T + 2 , ) . A | BatC
/ac(x2+l) dr  (Scrivere la funzione integranda nella forma £ + (xQH)).

/ dx

922 — 6z + 1

/332 6 - 12 dx  (Utilizzare il metodo del completamento del quadrato).
/ P dx  (Utilizzare il metodo del completamento del quadrato).

12
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1.6 Integrali di funzioni irrazionali

Esercizio 1.33 (Integrali del tipo va2 — x2).

Calcolare i sequenti integrali

1. / V1 —2a2dx  utilizzare la sostituzione x = sint
2. / Va2 —x2dx  utilizzare la sostituzione x = asint

Esercizio 1.34 (Integrali del tipo VaZ £x2 e \/ﬁ)

Esercizio 1.35. Calcolare

1
/ S
V(5 —22)3
Suggerimento: porre x = \/5siné.

Esercizio 1.36. Verificare che ’area delimitata dall’ellisse di equazione

vale wab. Suggerimento. Bisogna integrare una funzione del tipo y = v a? — x2, porre x =

asint.
Esercizio 1.37. Trovare l’area del segmento circolare mostrato in figura (la circonferenza ha

raggio r = 2 e centro in O).

1N
NIl

Figura 6:

Esercizio 1.38. Calcolare .
/ dx

Vi + 2?2

Suggerimento: porre r = 2tan6.

13
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2 Integrali generalizzati

Integrali di funzioni non limitate definite su intervalli limitati.

1. Sia [a,b) 7, R una funzione limitata e integrabile su ogni intervallo [a,c] con a < ¢ < b
(¢ il caso, per esempio, di funzioni continue su [a,b) per le quali lim,_,,— f(x) = +00).
Si chiama integrale generalizzato di f nell’intervallo [a,b] (e si scrive f; f(z)dx) se
esiste il limite

lim /C f(z)dx (2.1)

c—b—

b
Se il limite (2.1) esiste finito si dice che l'integrale / f(z)dx & convergente, mentre se
a
b
il limite (2.1) & +00 0 —oo si dice che U'integrale / f(x)dx & divergente.
a
2. Per funzioni [a,b) — R non-negative e integrabili su ogni intervallo [a,c] con a < ¢ < b

vale il seguente criterio del confronto

Siano [a, b) i> R e [a,b) 95 R due funzioni integrabili su ogni intervallo [a, c] con
a < c < b Se per ogni x € [a,b) risulta 0 < f(z) < g(x), valgono le seguenti
implicazioni

(a) f:g(x) dx converge = f:f(:r) dx converge

(b) f;f(x) dx dwerge = f;g(:c) dz diverge

Si ricordi che il criterio enunciato sopra vale per funzioni non negative.

3. Criterio del confronto asintotico. Siano f(z) e g(x) funzioni integrabili su ogni intervallo
[a,c] con a < ¢ < b. Se per ogni x € [a,b) risulta f(z) > 0, g(x) > 0 e inoltre
f(z) ~ g(x), per z — b, allora

(a) fabf(x) dx convergente <> f(fg(ac) dx convergente
(b) [P f(x)de divergente < [ g(x) da divergente

Integrali di funzioni definite su intervalli illimitati.

1. Sia [a,400) L R una funzione limitata e integrabile su ogni intervallo [a, ¢] con ¢ > a.
Si chiama integrale generalizzato di f nell’intervallo [a, +o0] (e si scrive f;roo f(x)dx)
se esiste il limite

lim /cf(:v) dz (2.2)

c——+00

14
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b
Se il limite (2.2) esiste finito si dice che l'integrale / f(z) dx & convergente, mentre se
a
b
il limite (2.2) & +00 0 —oo si dice che U'integrale / f(z)dx & divergente.
a

2. Per funzioni [a, +00) — R non-negative e integrabili su ogni intervallo [a, c| con ¢ > a
vale il seguente criterio del confronto.

Siano [a, +00) TiRe [a,+00) —%5 R funzioni integrabili su ogni intervallo [a,¢] con
¢ > a. Se per ogni z € [a,+00) risulta 0 < f(x) < g(z), valgono le seguenti implicazioni

(a) f;roo g(x) dx convergente = fff(x) dx convergente
(b) f;roo f(z)dz divergente = fabg(a:) dx divergente

3. Criterio del confronto asintotico. Siano f(z) e g(x) funzioni integrabili su ogni intervallo
[a, c] con ¢ > a. Se per ogni x € [a, +00) risulta f(z) > 0, g(z) > 0 e inoltre f(x) ~ g(x),
per x — +00, allora

(a) [P f(z)dz converge < [’ g(x)dx converge
(b) f:f(fU) dx diverge < ffg(x) dx diverge

Esercizio 2.1. Utilizzando la definizione calcolare i sequenti integrali generalizzati

+00
1. Va2 + 1dx
1
! d
2. / T dr
o 1+x)yx
Esercizio 2.2. Stabilre se i sequenti integrali generalizzati sono convergenti o divergenti

sin+/x

L |
2./,2d;1:

0 SIn“x

oo 1
3. —In{1+ =) dz.
/1 ﬁn<+w>x

+o0
4. / e P dx, con B> 0.
0

"In(1 + z)
1. /0 dx

—+00
d. / % " dx, con a > 0.
0

15
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Esercizio 2.3. Si consideri lintegrale generalizzato

/+°° kx 1
( - )d:c
0 $2+1 2(E+1

Per quali k € R integrale converge? Per quali k € R diverge?

Esercizio 2.4. Dire se i sequenti integrali generalizzati convergono o divergono.

+o0 1
1. / dx
. zlnz

2 /+°° 3+Cosxd$
3 rlnx

1
1
3,/+\/~”?dx
0 2—+Vz2+ 3z

Esercizio 2.5 (Un paradosso.). Si consideri la funzione
L+00) LR, f(a) ==
Dimostrare che la regione piana A delimitata dal grafico di f, dall’asse delle x e dalla retta

di equazione x = 1 ha area infinita, mentre il solido che si ottiene ruotando la regione A
attorno all’asse delle x ha volume finito.

Esercizio 2.6. Stabilire per quali valori di n € N ['integrale generalizzato

+o00 T
——dx
1 /(.’L'2 + 1)71,

converge. Infine, calcolare il valore di I,, per il piu piccolo n per cui tale integrale converge.

I, =

Esercizio 2.7. Dimostrare che l’integrale

0 sin o
1. dx converge.
0 X

+00 | oj

sinx

2. / | | dx diverge.
0 x

16
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3 Risposte e suggerimenti

Esercizio 1.1

%eSxfl +e.

Lsin(32% +1) +c.
% +c.

1

= sine™ + c.

_1,—a?
5€ + c.

=In|22% + 62| + c.

Esercizio 1.2 F(z)=x+5In|z — 3| —2.

Esercizio 1.3

“121

X

b
T

xT

w
T

T

-~
’11

X

(z) =
(z) =
(z) =
(z) =
(z) =
(x) =
(z) =
(z) =
)=

A
o

X

T

®© N
R

T

9. F(x

Esercizio 1.4

%(x Inz — 12%) +c.

H(@? W’z — 2% Inz + 2%) +c
r? arctanx —  + arctan x + c.
xarcsmx—i—m+c

x2e® — 2xe” + 2e” + c.

—%e cosT + 3 lez sinT + c.

2

resinx + 2z cosx — 2sinzx + c.

lnm———i—c

Esercizio 1.5

1 [ % dx. Usare la sostituzione \/z =

2. fx;ﬁ

3. waeI

4. [tanzdz. Usare la sostituzione cosz = t.

dx. Usare la sostituzione \/z =t

3 . .
dz. Usare la sostituzione x° = t.

17

[cos?zdz = 3(z+sinzcosz) +C, [sin?zdr=1(z—sinzcosz)+C
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Esercizio 1.7

1
1
1 /$265x dr = — (e’ - 1)
15
4 —1 1
2. r=—-1In6
/4952—295 g
3
3. / 322 +sinzdr = — +1
0 8

a3

1
4. / sinx dxr = 2, / cosxdr =1 / tanz dr = =In2
0 0 0 2

V2 3
5. / xV5r2 —10dr = —=/5
1

~
»—\
2
R\’—‘
ISH
8
Il
E
[\

(09
S—_
B
_|._
—_
=
8
|
\

1
9. / coszsin’z dr = =
0 3

Esercizio 1.8 Il grafico della funzione y = v/r2 — 22, con 0 < z < r ¢ ’arco di circonferenza
di centro l'origine e raggio r, contenuto nel primo quadrante degli assi cartesiani (fare una
figura). Pertanto:

r 1
/ V2 —22de = Zar?
0 4

Esercizio 1.9 1. Posto 3z +4 =t, si ha do = %dt. Quindi

0 1[4 27314 14
/ \/3x+4d:c:/ \/Edt:f[t%} ———
—1 3 1 9 1 9

2. Posto e® — 1 =t, si ha e®dx = dt. Quindi
e—1

1 2 e—1
/ex\/ex—ldw: vtdt:§[t%}0 =-/(e—1)3.
0

0

Esercizio 1.10

/secedaz/ d@—/COS,HQdG
cosf 1—sin“0
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Posto sinf = u, cos0df = du. Allora

du
/s.ec&d&z/l_u2

L’integranda ﬁ si puo scrivere nella forma H—iu + %, con A=B= % Pertanto
[sec0dd = i(n|l+ul—In|l—u)+c
1 . .
= 3 (In|1 +sinf| —In |1 —sinf|) + ¢
| 1+ sind n
= n —_—
1—sing|  *
= h]. (1+Sln20)2
1—sin“ 0

_ ln‘(l—{—smﬁ)'_l_c

cosf

= In|secf + tanf| + ¢
Esercizio 1.11 Area di R = ff 3z —a? —2dx = ¢.
Esercizio 1.12  F'(z) = 22 + z.

xT
Esercizio 1.13  La funzione integranda ¢ pari e quindi F'(x) = / e dte dispari (limitare
0

T

lo studio all’intervallo [0, +00). Inoltre, lirf e Pdt=1> 0, la retta di equazione y = L
T—>+00 0
& un asintoto orizzontale di F. Essendo F'(x) = e~ la funzione integrale risulta crescente
in [0, +00).
F"(z) = =2z < 0 in (0,400), F(z) & concava in tale intervallo.
Esercizio 1.14 %W
e
Esercizio 1.15 7r/ 3Inzdr = 3r[zxlnz — z|f = 3w
1

Esercizio 1.16 %wabQ

2
Esercizio 1.17 Il volume richiesto ¢ espresso dal seguente integrale: w / 2(z) — ¢*(z) d.
1
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Esercizio 1.18 L’equazione della circonferenza di centro (a, 0) e raggio r & (z—a)?+y? = r2,
i punti della semicirconferenza situata sopra l'asse delle x sono quelli del grafico di y =
/1?2 — (x — a)?. Pertanto il volume del toro & dato dal seguente integrale:

a+r
V:2'27T/ z\/r? — (z — a)? dx.
a—r7T
Posto t = x — a otteniamo

+r +r +r
V:47r/ (t+a)\/r2—t2dt:47r</ tvr2—t2dt + a\/TQ—tht).

-r - -r

Il primo dei due integrali tra parentesi vale zero perché la funzione integranda e dispari
e 'intervallo di integrazione & simmetrico rispetto all’origine degli assi, mentre il secondo
integrale tra parentesi vale a volte l’area del semicerchio di raggio r.

Quindi, il volume del toro &

r?

V=4r(0+a 5

) = 27m2ar?.

Si noti che il volume ottenuto € uguale a quello di un cilindro avente raggio di base r e altezza
uguale a 2ma.

Esercizio 1.19 V = 472

Esercizio 1.20

Figura 7: Scodella generata, nel piano xy, dall’arco di parabola di equazione y = 22, 0 < z < 2.

Il volume V della scodella ¢ dato dal seguente integrale

2 1 72
27 / r(4 — 2 dx =27 [2352 - x4] =8
0 4 Jo

Esercizio 1.21  Una parametrizzazione della circonferenza di raggio r ¢

v(t) = (rcost,rsint), t € [0,2n]
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Il vettore tangente & +/(t) = (—rsint,r cost), il cui modulo &

Y ()] = Vr2sin?t + 12 cos2t = r

Quindi la lunghezza della circonferenza ¢ :

2m 2w
/ 1Y ()] dt = / rdt =27mr
0 0

Esercizio 1.22

1. Una parametrizzazione della funzione [0, 1] N R, f(x) = %\/:U?’ e

{x:t
y=3Vt3

con t € [0,1]. La lunghezza della curva v(t) = (¢, %\/;3), tef0,1] e

iy
0

1 1
L:/ |'y’(t)\dt:/ \/1+tdt:§(1+t)3/2
0 0

2. La lunghezza della curva e

/3 V(14 22)2de = /3(1 +2%)dx = 12
0 0

Esercizio 1.23 La lunghezza della curva e

1 1 1
/ds:/ |7’(t)|dt:/ det:/ (2e% + 1) dt = [¢* +1], = ¢
v 0 0 0

Se la densita lineare di massa § € costante, la massa totale & data dall’integrale

/5d3:(5/ds:5-Lunghezza:562
v v

Esercizio 1.24 1l vettore tangente dell’elica cilindrica di equazioni parametriche v(t) =
(acost,asint, bt), te0,2n] e

v (t) = (—asint,acost,b)

e il suo modulo e
()] = Va2sin?t + a2 cos? t + b2 = /a2 + b2

21



Esercizi su integrali e integrali generalizzati Mauro Saita

<] y

a
x

Figura 8: L’elica della quale si vuole calcolare la lunghezza.

Allora la lunghezza dell’elica & data dall’integrale
2 27
/ |y ()] dt = Va2 +b?dt =2r /a2 + b?
0 0

Puo essere suggestivo arrivare a questo risultato anche con considerazioni geometriche. L’elica
e avvolta su un cilindro, le cui direttrici sono rette parallele all’asse z. Se si taglia il cilindro
lungo la direttrice passante per il punto (a,0,0) e lo si srotola su un piano, ’elica diventa la
diagonale di un triangolo rettangolo (perché?) i cui cateti sono la circonferenza rettificata -
di lunghezza 2ma - e 'altezza dell’elica, che € uguale a 27b.

2 27h

2ma

Figura 9: La lunghezza dell’elica ¢ la diagonale del rettangolo di dimensioni 2wa e 27wb.

Dunque la sua lunghezza &

vV (2ma)? + (27b)2 = 27 Va2 + b2

Esercizio 1.25 Le equazioni parametriche della cicloide sono:

~v(t) = (r(t —sint), r(1 — cost)), t € [0, 2] (3.1)

il vettore tangente ¢
7' (t) = (r(1 — cost),rsint)

e la sua lunghezza ¢

1Y ()] = \/r2(1 —cost)? +r2sin?t = rv/2v/1 — cost

Ricordando la formula di bisezione

1-— t t
\/%:sini t €0, 2n]
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si ottiene:

= 8r
0

21 27
t
L:/ r\/ix/l—costdt:%/ sinidt:4r
0

0

—Cos =
2

La lunghezza di un arco di cicloide é quattro volte il diametro del cerchio generatore.

Esercizio 1.26  Calcolare I'integrale (curvilineo di prima specie)
/ (Bx —y+ z)ds
C

dove C ¢ la curva parametrizzata C(t) = (3t,4t — 1,t +5), con t € [0, 2].

Soluzione.

La curva parametrizzata € un segmento di retta, il cui elemento di linea ds ¢ uguale a

ds = \/a' ()2 + 9/ (1)2 + 2/ (t)2dt = /32 + 42 + 12dt = V26 dt

La funzione f(x,y,z) = 3z — y + z, ristretta lungo la curva C, ¢

f(2(t),y(1),2(1)) = (3(3t) — (4t = 1) + (t +5)), t€[0,2]

Quindi l'integrale da calcolare e

/(3x—y+z)ds:/2(3(3t)—(t—l (t+5))V32+42 + 12dt = / (6t+6)v/26 = 24v/26
C 0

Esercizio 1.27 Trovare le coordinate del baricentro della semicirconferenza ~ di equazioni
parametriche:
x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0, ] (3.2)

pensata come un filo di densita lineare costante.

Soluzione.

Per motivi di simmetria, il baricentro si deve trovare sull’asse delle y. Le sue coordinate (Z,7)
sono date, per definizione, da:

epfre e
T=— [ xds, y=— [ yds
LJ, LJ,

dove L ¢ la lunghezza della curva. Nel nostro caso L = 7R e ds = Rdt. Quindi:

:1/ Rcostht:R/ costdt =0
TI'R 0 ™ 0
1 iy iy
y= / Rsint Rdt = R/ sintdt = —
7TR 0 ™ 0

Esercizio 1.28 Si consideri la curva r, nello spazio tridimensionale R?, di equazioni
parametriche:
r(t) =t*i+2costj+ 2sintk, te€0,7).
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Si calcoli la massa totale del filo costituito dall’immagine della curva r, nell’ipotesi che la
densita lineare di massa sia

§(z,y,2) = V.

Soluzione.

Si ha
r(t) =2ti—2sintj+2costk, te0,n],

e quindi:

B(t)] = V4t2 + 4 = 2/12 + 1, t e [0, 7).

La funzione §(x, v, 2) = \/z, ristretta alla curva r(t) = (t?,2cost,2sint), & data da:

8(x(t),y(t), 2(t) = VVa(t) = V2 =

(V't2 = t perché t > 0). Quindi la massa totale & data dal seguente integrale curvilineo:

/Wé(r(t))\i'(t)\dt = /W\/:U(t)Q\/tQ—|—1dt:/ﬂ2t\/t2+1dt
0 0 0

T 2

_ ; (2 + 1)3/2]0 =3 (72 + 1) - 1]

Esercizio 1.29

L ) ) i i x =1rcosf
Le equazioni parametriche della circonferenza di centro O e raggio r sono 00 con
y = rsin

0 < 6 < 27. Pertanto ’area del cerchio ¢

0 01— cos? 1 in 2070
S:—2r2/ sin29d9:—2r2/ %edez—zr?be_suz 9] = r2.

Esercizio 1.30

x = acosf
Le equazioni parametriche dell’ellisse di semiassi a e b sono { bsin 0 con 0 <0 < 27.
y = bsin

Pertanto 'area dell’ellisse ¢

0 01— cos? 1 in 2070
S:2ab/ sin26’d9:2ab/ ﬂd@zfmbbe—sm 9] — rab.

Esercizio 1.31

L’area richiesta ¢ data dal seguente integrale:

2

2
= x = r? — cos6)?
A_/O y(0)2'(0)d6 / (1 0)2d0

0
Allora 'area delimitata dall’arco di cicloide e dall’asse z &
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2w

3 1
A=7r2|20 —2sinf + =sinfcosf| = 3nr?
2 2 0
Esercizio 1.32
rz+4 .. . . .
1. —_—dx. Le radici del trinomio a denominatore sono 1 = 2 e x5 = 3. La
2 —5x+6

funzione integranda si puo scrivere nella forma :CA%Q + %, con A, B € R. Si ricava:

F(z)=T7ln|z —3|—6Injz — 2|+ ¢

2
2. / J;—i_ dx. Le radici del polinomio a denominatore sono con x1 = 0, zo = 1,
x> —x
xg = —1. La funzione integranda si scompone in fratti semplici cosi: f‘xl + 2 sz + :c—Cx3 .
Si ottiene: 3 )
F(z)=—2Inlz| + §ln]x— 1|+ §1n\x+1\ +c
20 +3 . . . . . ..
3. —— dx. La funzione integranda si decompone in fratti semplici nel
(x —1)(x+2)?
seguente modo: % + % + (IEQ)Q. Si ottiene:
5 5 1
F(r)=-1 —1]—-=1 2l - —
(z) 9n|x | 9][1’33+ | 3(1’+2)+C
6xr —1 ,- : . . .
4. m dx.  L’integranda si decompone in fratti semplici nel seguente modo:
ﬁ + ﬁ + (fo)B. Si ottiene:
6 11
F(x)=— — +c

3

2

5. / x3 + dz.  Eseguendo la divisione di #3+2 per 23—z si ottiene quoziente Q(z) = 1
a3 —x

e resto R(xz) =z + 2. Allora [ T2 gy = JQ(z) + R@) 7. Si ricava:

33—z 33—z

3 1
F(x):x—21n\x]+§ln]x—1]+§ln\$+1\+C

2
3z +2
6. / % dr.  L’integranda si decompone in fratti semplici nel seguente modo:
x(xz? +1)
A Bzx+C
—+ 32;; Le antiderivate richieste sono
x  (z24+1)

1
F(z) =2In|z| - §1H(JU2 + 1)+ 3arctanx + ¢

1
7./de. F(z)=In|z|—Injz -1 - L +¢
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1 1
1
9. / ———dx.  Utilizzando il metodo del completamento del quadrato si ottiene
72 — 6z + 12
1 T —
F(z) = — arctan +c
=3 V3
1 . . .
10. / ————dx.  Utilizzando il metodo del completamento del quadrato si ottiene
422 + 22+ 3
1 4 1
F(x) = — arctan v +c

Vi1 il

Esercizio 1.35 Ponendo z = v/5sin# si ottiene:

1 x

Per trovare le primitive di integrali contenenti va? — 22 & spesso utile usare la sostituzione
T = asind.

Esercizio 1.36 La funzione che descrive la semi-ellisse contenuta nel semipiano y > 0 &

y = 2va? — 22. Quindi si ha:
b a
Area ellisse = 2/ Va2 —z2dx (3.3)
a —a
Posto = asint, dx = acostdt. L'integrale (3.3) diventa
b [ b (T2, 2
2/ Va2 —z2dx = 2- a1 —sin“t costdt
al_, a)_

iz
= 2ab/ cos® t dt

_ ou [t + costsint] +

(VE]

2

(S E]

= mab

Esercizio 1.37 L’area del segmento circolare & espressa dal seguente integrale definito
2
A—Q/ V4 —z2dr
1

Posto x = 2sinf, dex = 2cosfdf. Allora

2 s s 1
A:2/ \/4—x2dx:2/22c059\/4—4sin20d9:8/2c0829d9:8[2(x+sin:ccos:c)
1

s

6

[SE]
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Quindi
4
A=—-m—3
3
. . C 2 -
Esercizio 1.38 Posto x = 2tan6, con —5 < 0 < 7, si ottiene: dx = o0 df. Quindi
oS
1 1 2 1
/\/4—1—:102 v /\/4—1—4tan29 cos? /COSH

L’integrale indefinito della secante (si veda Esercizio 1.10) &
[secfdf = In|sech+ tanf| + ¢

V4 + 22 n

1 A
= In —| +c
2 2

= ln< 4+x2+m> +c

su ogni intervallo in cui e definita l'integranda. Il modulo, nell’ultima uguaglianza, e stato
tolto perche v4 + 22 + x > 0 per ogni x in R.

Esercizio 2.1

1.

2. Posto /& =t (z = t?, dov = 2t dt) si ottiene

/1 dx /1 dt
——dx = 2
o (I+z)Va o 1+¢

1
dt

= 2 lim —
k=0t J, 1+1t2

= 2 lim [arctant],
k—0t

= 2 lim (arctan1 — arctan k)
k—0+

T
2

Esercizio 2.2

1
In(1+ ¢
L. / {1+ V) 5.
o sinyz
La funzione integranda & positiva in (0, 1] mentre non & definita in z = 0. Per z — 0"
Jr 1

flx)~ == . Per il criterio del confronto asintotico l'integrale converge.

Voo
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1
1
2./ ——dx.
o sin“zx

Per x — 0

1 1

sinfx 22

1
1
e / — dx diverge. Quindi, per il criterio del confronto
0o T

1
1
asintotico, l'integrale / ——— dx diverge.
0 sin“zx
e q 1
3. —In (1 + > dx.
1V T

1 1 T o] - .
Per ¢+ -+ 400 —=1In | 14+ — ) ~ —; l'integrale —5 dx converge. Quindi, per il
T 1

NI x

€r2 )
too 1
criterio del confronto asintotico, / —In (1 + > dx converge.
1V T

+o0
4. / e Pdx, con B> 0.
0

Utilizzando la definizione di integrale generalizzato si ottiene
+o00 1 k 1

/ e Pder = lim —= [e‘ﬂz] =—

0 k—+oo [ o B

Quindi, per ogni 3 reale positivo, 'integrale ¢ convergente.

+o0o
5. / % *dx, con a > 0.
0

Per x — +00

o _—X o —

_Zz _z
z% P =ax% 2e 2 < Me 2

[SIE]

con M reale positivo fissato. Quindi, per il criterio del confronto, 'integrale generaliz-

+oo
zato / x%e " *dx converge per ogni a > 0.
0

Esercizio 1.27  Per motivi di simmetria, il baricentro si deve trovare sull’asse delle y. Le
sue coordinate (Z,7) sono date, per definizione, da:

_ 1/ _ 1/
T=— [ xds, y=— [ yds
LJ, LJ,

dove L ¢ la lunghezza della curva. In questo caso L = 7R e ds = Rdt. Quindi:

x—l/ Rcostht—R/ costdt =0
TI'R 0 T 0

y:1/ Rsintht:R/ sintdt:gR
7TR 0 ™ Jo

s

Esercizio 2.3  Indicata con f(z) la funzione integranda, per x che tende a 400, si ha

flz) = % Per k # %, f(z) ~ #:11: quindi lintegrale f0+oo f(z)dz diverge.
1

Invece, per k = %, f(x) ~ 7z in questo caso l'integrale converge.

Esercizio 2.4
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“+o0 k 1
1. / dr = lim dz = lim [In(lnz)]*. Pertanto lintegrale diverge.
e xlhnz k—+o00 J, xlnz k—+o00

2. Per ogni x € [3,400) si ha 3:?% > xfm e quindi l'integrale diverge.

3. Il denominatore 2 — v/x2 + 3z della funzione integranda si annulla in z =1 e x = —4.

Per x — 1 f(x) ~ 5 € quindi I'integrale diverge.

__8
5(x—1

Esercizio 2.5

Esercizio 2.6
1

pn—1 :

L’integranda f(x) = ¢ definita e continua su (1, +00). Per z — +o00, f(x) ~

N
(12+1)n
Pertanto l'integrale converge per n — 1 > 1, cioe per n > 2. Il primo numero naturale per cui

si ha la convergenza dell’integrale I, € 3:

—2 r 1
I3 = lim

1
— lim |———
k—>+oo/ 1/_];24-1 2k—>+oo|: x2—|-11 \/§

Esercizio 2.7

“+oo

. 2 . 400 .t
1. Si ponga Sl dx = / S dx + / S dx =11 + I>. Bisogna allora di
0 2 €T

T T -
dimostrare che I; e I> sono entrambi convergenti.

I; converge perché lim Si;x = 1. Per quanto riguarda I, integrando per parti si
ottiene:
. k sin z . 1—cosz]k ) k11— cosx
I, = lim dr = lim |—— + lim — dx
k—+oco Jor X k—+o0 X o k—+00 Jor T

k

. 1—cosz . k1 —cosz T 1 —cosz . .

Ora, lim |— = 0 mentre lim 72 dx = —5 —dz econ-
k—+oc0 T o k——+o00 T o T

l—cosx cos:z: <

vergente perché . Quindi, anche Iz € convergente.

Feo |smx] \smx| = |sm:c\ 21
T
i Z e AP

=1 o0 | sin x|
Poiche Z — = +o00 l'integrale / dx diverge.
1 k 0 T
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